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U. die Eeſcheinung dieſes zweyten Theils der Eule⸗ 
riſchen Anleitung zur Differenzial⸗Rechnung, welcher die 
erſten neun Capitel des zweyten Theils des Originals ent⸗ 
haͤlt, nicht zu verſpaͤten, habe ich mich genoͤthiget gefehen, 
den groͤßten Theil der dazu beſtimmten Zuſaͤtze dem folgen⸗ 
den Theile vorzubehalten. Bey der Deutlichkeit und Aus⸗ 
führlichkeit des Ruleriſchen Werks schadet indeß biefer Auf⸗ 
ſchub dem Gebrauche deſſelben auf keine Weiſe, und ich 
habe ihn mir um fo lieber gefallen laſſen, da es aller⸗ 
dings vortheilhafter und bequemer ift, die eigentlichen Zu⸗ 
Dër zu dem zweyten Theile erſt am Ende des Ganzen fol⸗ 
gen zu laſſen. Die hier mitgetheilten Anmerkungen, den 
Oe Xa erſten 
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C Dre zt Se d. Lä 

erſten Theil betreffend, werden Anfägeen in der Diffes 
sengials Reshnung hoffentlich nicht unangenehm Fo, da 

es in der Mathematif allemal mit vielem Bortfelfe vers 
PORE T UCM A ` 

fnüpft ift, wenn man ben Weg kennt, auf welchem man 
ihre Lehren felbft zu erfinden im Stande geweſen ſeyn 
würde, » Die depden bat erwähnten Zeichnungen befin⸗ 
den ſich mit auf der erſten von den dem folgenden Theile 
beſtimmten Kupfertafeln. Ich hoffe denſelben entweder in 
oder doch bald nach der Oſtermeſſe 1791 zu liefern. Ber⸗ 


lin, den gten Sept. 1790. 
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Zweyter Theil, 
welcher 


den Gebrauch dieſer Rechnung in der Analyſis des 
Endlichen, fo wie auch in der Lehre von den 
Reihen enthalt. ; 


Erfte Abtheilung. 


ulers Diff. Rechn. 2. Th. 1. Abth. A 


Erſtes Capitel. 


Von der Umformung der Reihen, 


$. r. N 

D. meine Abſicht gegenwärtig ift, den Gebrauch der Dif⸗ 
ferenzial⸗Rechnung ſowohl in der geſammten Analyſis als 
in der kehre von den Reihen zu zeigen: ſo muß ich noch eini⸗ 
ges aus der gemeinen Algebra, welches man in den gewoͤhn⸗ 
lichen Anleitungen dazu nicht antrifft, vorausſchicken. Das 
meiſte findet man zwar in der Einleitung in die Analyſis des 
Unendlichen, einiges aber iſt darin nicht beruͤhrt worden, 
theils mit Vorſatz, weil es beſſer ſchien, ſolches erſt da zu 
unterſuchen, wo es gebraucht wird, thells weil nicht alles 
in der Folge noͤthige, zum voraus uͤberſehen werden konnte. 
Hieher gehoͤrt die Umformung der Reihen, welche den In⸗ 
halt des gegenwartigen Capitels ausmachen ſoll, oder die 
Verwandlung der Reihen in unzählige andere, die insge⸗ 
ſammt dieſelbe Summe haben, ſo daß ſich, wenn man die Sum⸗ 
me der gegebenen Reihe kennt, auch alle übrige ſummiren 
laſſen. Nach der Vorausſchickung dieſes Capitels wer⸗ 
den wir die Lehre von den Reihen deſto beſſer durch die 
Differenzial- und integral: Rechnung zu erweitern im 
Stande ſeyn. 

: A 2 ; 2 


4 Zweyter Theil. Erſtes Capitel. 


§. 2. 

Wir wollen aber vorzuͤglich ſolche Reihen betrachten, 
deren Glieder durch die ſucceſſiven Poteſtaͤten einer unbe⸗ 
ſtimmten Größe multiplicirt find, indem dieſe ſich am weis 
teſten erſtrecken und einen groͤßern Nutzen gewaͤhren. 


Es ſey alſo die allgemeine Reihe 
ax I bxz T cx3 T dx4 T ex$ T ic. 
‚gegeben, deren Summe wir, fie mag nun bekannt oder 
unbekannt ſeyn, durch s bezeichnen wollen, und es ſey alfo 
8 S ax bx? Fex3 [f dx4 T ex$ hu: 


Setzt man nun x — e S wobey man durch ben Gebrauch 


y 
der unendlichen Reihen 


x y — ½ T yi— 74 f yf— 16 fu. 

x2 za y? — 273 t 374 — 475 gr 5y6 — 6y7 Tac. 

x3 zm y3—3y4 p 6y$ — 10% T 15y7 -aus r, 

x4 = 4 — 4? T 10y6 —20y7 1.3553 — 867 x, 
erhält: fo findet man, wenn man dieſe Werthe ſubſtituirt, 
und die Reihe nach den Poteftäten von y ordnet, 


8 Say — ayz T ay — 254 f ay$ ic. 
: Tb — 2b / 3b — 4b 
PES e 
^4 — 44 

Fe 


$ 3. 


) Man uͤberlege hier nur, wie die Za ⸗Coeffiejenten in den 
für die Poteftäten von x gefundenen Reihen nach und nach aus 
einander entſtehen, ſo wird man dieſe ganze Summe aufs 
gruͤndlichſte (i) vorzustellen im Stande ſeyn. 


Von ber Umformung der Reihen. 5 
§. 3. 
r | Nds c. 
Da wir x — is geſetzt haben, fo ift y — Sisi unb 


braucht man bieten Werth, fo wird bie Reihe 
8 S ax T bxz Tex f dx p ext f: 
in folgende WE cs 


8 "d Dé 


qn dieſer Soe ift der Ber T zweyten — b—a, 
die erſte Differenz von a aus der Reihe a, b, c, d, e, 1c. wel⸗ 
che wir oben (Th. r. A. 4.) durch Aa bezeichnet haben; fere 
ner der Coeffieient des dritten Gliedes, c — 2b ra die 
atoepte Differenz Ara, der Coefficient des vierten Gliedes, 
die dritte Differenz A3a, u. f. f.“) Gebraucht man daher 
dieſe Differenzen von a, ſo wie man ſie nach und nach aus 
der Reihe a, b, c, d, e, ꝛc. erhält, fo wird die gegebene 


Reihe in folgende verwandelt: 
X 
Geier See +-—— s Ai, ER 


deren Summe zk ift, ihn man die Ee? der ges 
gebenen Reihe kennt.“) 


e 


F. 4. 
Iſt alfo die Reihe a, b, c, d, ꝛc. fo beſchaffen, daß ihre 
Differenzen endlich beſtaͤndig werden, und dies wird ſeyn, 
wenn das allgemeine Glied derſelben eine ganze rationale 


Funktion iſt (Th. 1. h. 48.): fo hat die Reihe — t 
A 3 x2 
) Man vergleiche Th. 1. $. ro. 


) In dem Folgenden wird dieſe letzte Reihe gebraucht, um die 
Summe der vorhergehenden zu finden. 
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x2 
(1 — x,2 
dann (f£ man im Stande ihre Summe durch einen endlichen 
Ausdruck auszudrucken. Sind z. B. ſchon die ersten Diffe⸗ 
renzen der Reihe a, b, c, d, ꝛc. beftändig, fo ijt die Summe 
der Reihe 
ax T hx2 T cx F dx bex* pic 


Ga T ꝛc. endlich verſchwindende Glieder, und 


— T————— 5 


y—x x " 
Sind hingegen bie zweyten ced jener Coefficienten⸗ 
2ibe beſtaͤndig, fo ift die Summe der gegebenen Reihe = 
x3 
nexis e proh, 
Es laſſen fib daher die Summen ſolcher Reihen aus den 
Differenzen ihrer Cocfficienten ſehr leicht finden. 


I. Die Summe der Reihe, 


IX T 3x3 31 5x3 T 7x4 T9x* t3 
zu finden. 


Es iſt 
die Reihe rx 3x2 F5x3 T 7x^ f 9x* éi, 
die ıften Differ. 2, 2, 27 2, x 


Da alfo bie erſten Differenzen beftändig (inb, fo iſt die 
Summe der gegebenen Reihe, weil a = 1, Aa — 2 fft, 


X t 2xx ze xx 
mm =— 2 1 
Dex (i—x)2_ (1—x)2 


IL Die Summe der Reihe 
IX T Axx f 9x3 t 16x4 T 25x$ T ic. 
zu finden, deren 
ifte Differ. 3, 5, 7, / 36 
ate Dlffer. 2, 2, 2, ic. ſind. 
Da 
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Da a 21, Ga 3, und za a if; fo if die 
Summe der gegebenen Reihe = 


* 3 * XK + 2x3 SCH Xxx 
1—x ' (I- (1—x) (I- * 


HL Die Summe der Reihe zu finden: 
8 = 4A + 15x2 T 40x3 f 85x4 T 156x* T 259x6 Yt, 


" ıfteDiffer. 11, 25, 45, 71, 103, X. 
ate Differ. 14, 20, 26, 32, ꝛc. 
3te Differ. „ G 6, 16 5 


de d 
Da 2 = 4, Ga =I, Army und A3a 6 
fft, fo iſt 


8 2 4x BULL 143 . 6x4 


1 2 1 1 — 9 Jean (1—3)3 b (—x)4 
oder 

Sx 4X—xx TAX —- x4 ðͤ (I T xx)(4 — x) 

REES © (q—&. ' 


$..5. 

Obgleich auf biefe Art die Summen von jenen Reihen 
nur, in ſo fern dieſelben aus einer unendlichen Menge von Glie⸗ 
dern beſtehen, gefunden werden, ſo laͤßt ſich doch auch die 
Summation eben dieſer Reihen bis auf eine gewiſſe Ans 
zahl von Gliedern aus eben derſelben Quelle ableiten. Iſt 
nemlich die Reihe 

S SD ax I bxaz T cx3 T dx4 kb, . on 
gegeben, ſo ſuche man ihre Summe, als wenn ſie ohne Ende 
fortliefe, und dieſe iſt 1 


mola bs past —; Da tag ir 


Nun betrachte man die Glieder, ke = 5 letzte o xn fol⸗ 
gen, nemlich 


aA 4 pxotr 


A 
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putz Faxnt2 Torx"f3 T sxuf4 ke 
Wenn man dieſe Reihe durch xn dividirt, fo laͤßt ſich ihre 
Summe nach den vorhergehenden Regeln finden, und dann 
giebt dieſe Summe, wieder mit xa multiplicirt, die geſuchte 
Summe = 
xXxn＋T T 


DES t He iA 1.0 


Zieht man alſo dieſe ens Ce CS der € umme ber erfteit 
ohne Ende fortlaufenden Reihe ab, fo findet man ín der 
vd die Summe des eg Stuͤcks, oder 


e f HN s — vr 


32 


KEE 


5505 Br 


s=- 


cU wu 


(Ara xu Azp) + x. 


I. Die Summe der Reihe zu finden: 
S D IX T 22 + 3x3 Hass 1 QTonxb 
, Man fuche die Differenzen der Coefficienten ſowohl dieſer 

als der auf nau folgenden Glieder z 

I, 2, 2 45, iC n t I, n t 2, n T 3, He 

Tg dy ic. T5 1; 200 

Da man auf dieſe Art ac 1, Aa I, pont Ln Ap=ı 
findet, fo ift die geſuchte Summe 


= Teal (n f Hen toc uer 


} x— (n ＋ 1) ER r nxn*z 


(a —xj2 


— ——— (1 — x*), oder 


I. Die Summe folgender endlichen Reihe zu finden: 
8D Ik F 4xK2 T9x3 *a46x4T...-Tn*x» 
Man ſuche pobre di die Differenzen auf folgende Art: 

‚I 


4 
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L 4 9, 16; X.| (nFTI) z, (nt22, (önT3)2 f: 
3, 7. 9, an f 3, 21 f 5, 
2, 2, 2, 

Hat man diefe gefunden, fo ift 


8 Vi (EDS) Fe 8 nii 


Ga 


dA M 
u^ 1 n 
A EY —— (2 — 2x") oder 
m Nes TGnnt2n— T)xnt2 — nnxni 3 
KE (1 — x)3 
hr 


Wenn aber die gegebene Reihe nicht ſolche Coefficien⸗ 
ten hat, die endlich auf beſtaͤndige Differenzen fuͤhren, ſo 
leiſtet dieſe Verwandlung bey der Beſtimmung der Summe 
keinen Vortheil. Auch kann man dabey die Summe durch 
keine bequemere Naherung erhalten, als ſolches durch bie 
Addition der gegebenen Reihe ſelbſt geſchiehet. Denn wenn 
in der Reihe ax T bx2 f cx? f dx4 c. x ift, und in 
dieſem Falle findet die Summation im eigentlichen Verſtande 


allein ſtatt, ſo iſt T » x, und es convergirt daher die 


gefundene Reihe weniger als die gegebene. Iſt aber x dar⸗ 
in 21, fo werden alle Glieder der neuen Reihe unendlich 
groß, und in dieſem Falle iſt dieſe Verwandlung von gar 
keinem Nutzen. 


$ 7. : 
Wir wenden uns zur Betrachtung folder Reihen, in 
welchen die Zeichen F und — mit einander abwechſeln, ders 
gleichen man aus den vorhergehenden erhält, wenn man 
* aan nimmt. Es ſey daher 
: : A 5 s= 


19 
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S ax — bx? pcx3 — dx4 4 ex$ — x 

von welcher Reihe man die entgegengeſetzte bekommt, wenn 
man in der vorhin betrachteten x negativ ſeyn laͤßt. Sucht 
man hier wieder, wie vorhin, die Differenzen A a, A 22, 34 
auß der Reihe a, b, c, d, e, ꝛc., fo daß man die Zeichen 

bloß auf die 98 von x no > fo = die Reihe 

x 

"vs n IDA EET G t. 
Man ſieht hieraus, daß ſich dieſe Reihen in eben den Fällen 
ſummiren laſſen, in welchen ſolches bey den vorhergehenden 

möglich war, wenn nemlich die Reihe a, b, c, d, sc. endlich 
zu beſtaͤndigen Differenzen führt, 


$. 8. 
In dieſem Falle iſt aber die gedachte Verwandlung ſehr 
nuͤtzlich, um den Werth der gegebenen Reihe durch die Naͤ⸗ 
herung zu finden. Denn wie gro? auch x in der Reihe 
ax — bxz T cx3 — dx4 I exf — ic 


ſeyn mag, fo ift doch der Bruch — nach deſſen Poteſtaͤ⸗ 
ten die daraus gemachte Reihe fortſchreitet, kleiner als die 
Einheit. Iſt z. B. x S1, fo ift == = , und iſt x « r, 


I P x I 
‚=, ſo wird —— = ——, unb es c i 
z. B. 8 = nh 1 g und es conbergitt 


daher die durch die Verwandlung gefundene Reihe immer 
fiärfer als die gegebene. Um insbeſondere den Fall zu bes 
trachten, wenn x — iſt, fo ſey 

8 Sa- bre dre fc. 
Bezeichnet man hier die erſten, zweyten und folgenden Diffe⸗ 
renzen, welche die Reihe a, b, c, d, e, ic. giebt, durch Ga, 
Asa, MI it, fo wind 


8 
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S=44 — 3a T za — ZN Fi 
und dadurch erhaͤlt man die Summe, wenn ſich dieſelbe nicht 
genau darſtellen laßt, durch eine hinlaͤnglich bequeme Naͤ⸗ 
herung. 


ees 

Den Gebrauch diefer letzten Verwandlung, wobey wir 
x — 1 gefegt haben, wollen wir an einigen Beyſpielen zei⸗ 
gen, und zwar zuvoͤrderſt an ſolchen, wo die wahre Summe 
endlich ausgedruckt werden kann. Dergleichen geben die 
divergirenden Reihen, bey welchen die Zahlen a, b, o, 4, e, xc. 
endlich zu beſtaͤndigen Differenzen führen; da aber die Sum⸗ 
men derſelben, in der gewoͤhnlichen Bedeutung dieſes Wor⸗ 
tes nicht dargeſtellt werden koͤnnen, ſo nehmen wir dieſe Be⸗ 
nennung hier in der ihr oben (Th. I. Cap. 3. $. 111.) beyge⸗ 
legten Bedeutung, ſo daß darunter nichts anders verſtanden 
wird, als der Werth des endlichen Ausdrucks, aus deſſen 

Entwickelung die gegebene Reihe entſpringt. 


I. Es fey alſo die Leibnitziſche Reihe gegeben: 
SEN EE RER E REN EH ENEE 
Da hier alle Glieder einander gleich find, fo werden alla 

Differenzen So; und da a 2 1 ift, fo ift S = . 


II. Es ſey die Reihe gegeben: 
8 2 1-213 — 415 60 
te Differ, 252 f, 1, ) $2; 51, c. 
Da a = r, und Ha — 1x (ft, fo wird Sz 3 — 2824 


III. Es ſey die Reihe gegeben: 
88 1-315 —- 779 — t. 
Iſte Differ. 2, 2, 2, 2, m 
Da a —3 1 unb Aa a fft, fo wird 8 = $ — 320. 
IV. Es 


12 Zweiter Theil. Erſtes Capitel. 


IV. ES fey die Reihe der Trigonai: Sablen gegeben: 
8 I- 3 6 — 10 4 15 — 21 ta 
Iſte Differ. = 2, 3, 4, 5, 6, x. 
ote Afer emo f ERG 
Da a r Qa D 2 unb Oza — r IR, fo wird 
GEES EE 


V, Es fey die Reihe der Guadrat⸗Jahlen gegeben: 
8 2 1-419 16 T 25 — 36 t: 
Iſte Differ. = 3, 5, 7, 9, 11, ic. 
Ste Differ 2,2, 2. 2, N. 
Da a I, Ga — 3 und A2a — a iſt, fo wird 
$—i—áli-o 


$ 


Es ſey die Reihe der Biquadrat: Zahlen gegeben: 
S — - 16 t 81 — 256 f 625 — 1296 f x. 


zſte Differ. 15, 65, 175, 369, 671, x. 
ote Differ. 50, 110, 194, 302, x. 
3te Differ. = 6o, 84, 108, 3€ 
ste Siffer. = 24, 24, 16 
Es ift alfo 
S$S-i—-YtY-—ituü-o 


d §. 10, e 
Wenn die Reihen ftärfer divergiren, wie z. B. die geome⸗ 
triſchen und andere ihnen ähnliche, fo kann man dieſelben auf 
dieſe Art ſogleich in mehr convergirende Reihen verwandeln, 
und wenn dieſe neuen Reihen noch nicht ſtark genug conver⸗ 
given, fo kann man daraus durch Wiederholung der Ver⸗ 
wandlung noch ſtaͤrker convergieende Reihen finden. 


I, Es ſey die geometriſche Reihe gegeben: 
8 1 2174-816 — 32 2c 
1fte 
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Iſte äer, ct 2, 4, 8, 16, ꝛc. 
ate Differ ez 1, 2, 4, 8, 1 
até Differ. = qni doppia 326 


Da das erſte Glied aller dieſer Differenzen = 1 ift, fo ift 
die Summe der gegebenen Reihe 


8 2 2-411 — 1 „ e ka, 
wovon die Summe — $ ift, Denn es entſpringt dieſe letzte 


Reihe aus der Entwickelung des Bruchs = da hingegen 
die gegebene aus dem Bruche = entſteht. 


II. Es (cy die wiederkehrende Reihe gegeben: 
Beats 275 — 12 7 29 — 70 T 169 — x. 
Iſte Differ. = X, 3, 7, 17, 41, 99, x. 


ate Differ. = 2, 4, 10, 24, 58, 1C 

ste Differ. = 2, 6, 34, 34 x. 

ate Differ, = 4 8, 20, ꝛc. : 
ste Differ. = 4, 12, 36 

6te Differ. = u 


Es formiren alfo bie hier nach und nach gefundenen Diffes 
renzen folgende geometriſche Mrogtefion mit doppelten 
Gliedern: 
I I 2, , „ dy Rees 16, 16, ꝛc. 
und es ift daher 
sem ride u 

oder, weil fi außer bem erften Gliede jede zwey folgende 
Glieder aufheben, S — 8. Es entſpringt aber die gegebene 


Reihe aus der Entwickelung des Bruchs : 
d mie 


, wie 
—1 
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wir bey der Ecklaͤrung der Natur der wiederkehrenden Rei⸗ 
hen gezeigt haben.) 


III. Es ſey die hypergeometriſche Reihe gegeben: 
8 2 1 — 21 6 — 24 t 120 — 720 + 5040 — X. 
deren Differenzen am leichteſten auf folgende Art aufgeſucht 
werden koͤnnen. 


Iſte Diff. ate Diff. zte Diff. 


1 1 3 11 
2 4 14 > 64: 
6 18 78 426 
24 96 504 . 3216 e 
120 600 3720 | 27240 


"720 4320 30960 | 256320 
5040 | 35280 | 287280 | 2656080 
40320 | 322560 | 2943360 
362830 | 3265920 


3628800 
Setzt man dieſe T a fort, fo findet man 
8 I E ndi u 2309 4 2119 16687 
=; 7 1 8 EI 64 ' 128 256 
2 6 [ 
d 9. 14 um. E e 
572 1024 2048 4096 


Zieht man die bepben erften Glieder zuſammen, fo wird 
Sei E Ay wenn 


25: 0—| 


) Bon den wiederkehrenden Reihen handelt Euler in der Eins 
leitung in die Analoſis des Unendlichen im §ten und 13ten 
Capitel des ton Theils. Von der hier gegebenen wiederkeh⸗ 
renden Reihe findet man nach einer kurzen Ueberlegung, daß 
die Beziehungs⸗ Scale — 2, T xr, i, und hat man dieſe 
entdeckt, fo iſt auch der Bruch bekannt, aus deſſen Entwicke⸗ 
lung die Reihe enſpringt. 
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TET Ii , 5$ 309 , 21!9 
x ceo e or el 
iſt. Sucht man nun von neuem auf eben die Art die Diffes 
renzen, ſo wird 
N 1 , 36585 
24 26 ' 28 210 212 214 216 
42207 , 3565323 40806525 
E x Emo ade i PN 
Vereiniget man abermals die beyden erften Glieder, weil fie 
convergiren, ſo wird 


—— 


SEH TEL. 99 3 
Am W iſt. 


Rimmt man aber auch von dieſer Reihe die Differenzen, 
ſo wird 


21 15 15 20 5241 262 
pot. 3$ f 2% 4m 1 pur _ són 


GE) gIz 215 218 221 224 
338835 ^ 2771097 
t 227 Tm: 250 T H 


Zieht man hier die vier erften Glieder in eine Summe zu: 


f | 
2 A i05 puc 


fammen, und fest man B = 2 d 218 


24t 2628 = ide ; 
A — Ech xc. ift, fo findet man bey wirklicher Ver⸗ 


einigung etlicher Glieder O = Hg — = und bier 
aus ſchließt man endlich auf die Summe der gegebenen 
Reihe, welche auf dieſe Art S — o, 40082038 wird. Da 
indeß die Reihe ſo außerordentlich divergirt, ſo kann man 
davon kaum 3 oder 4 Zifern als genau anſehen; aber ausge⸗ 
macht iſt, daß dieſe Summe zu klein iſt. Ich habe nemlich 
auf andern Wegen dieſelbe o, 4036524077 herausge⸗ 
bracht, und hier iſt ſelbſt die letzte Zifer noch richtig. 

ö §. 1I. 


16 Z3bweyter Theil. Erſtes Capitel. 


$. IX. 


Vorzuͤglich groß iſt aber der Nutzen dieſer Verwand⸗ 
lung, wenn Reihen, die langſam convergiren, in ſchneller 
convergirende verwandelt werden ſollen. Da indeß in dieſem 
Falle die folgenden Glieder kleiner ſind als die vorhergehen⸗ 
den, ſo werden die erſten Differenzen negativ, daher man 
denn bey den folgenden auf die Zeichen ſorgfaͤltig Ruͤckſicht 
zu nehmen fat. 


I. Es fy die Reihe sper 


sen— 3737 —-3173—- 27% 
1 | 1 I 
Ae Di Ei; c IP e E 
| L bh ca 3 53 S45 "58 
2 2 2 
Ate Diff. een 
. ER 2.3.4 . 34.5” 4.56 
e Le — 5 ac B 
gti m Mouse 2.345. 3.4.5.8 
ate Dif. TH ꝛc. 


Hiernach iſt alfo 
I 


I 
"desi AE Aere 


und von beyden Reihen iſt bereits in der Einleitung gezeigt 
worden, daß ſie den hpperdolifgen — von 2 


geben.) 
II. (Ee 


5. TT 12 131477 3i it, Dër fich 
a0 10 T den +3 —— — Tue (Einl. Th. r. 


$, 123.) herleiten; daß aber he m 


T sc erinnere ich mich, wenigſtens jetzt nicht, in der Einlei⸗ 
tung geleſen zu haben. 
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II. Es e die Reihe für den Zirkel (Einl. Th. 1. §. 140.) 
gegeben, : \ ; : 
pP 1＋ 3 — EHE ` 
TOWER DG Del. Base 25, 2 
Iſte Diff. pe NN $5 5. 721 79° E oir 1C 
a, A ag 


3st Diff = | i Ras. 35.7 m 7. ai 73. 9. 115 EE 
T 2.46 2.4.6 
IESU ugue 
Hieraus folgt d , 


i Den Werth, der unendlichen Reihe zu finden 

8 12 —13 T 14—15 116 — 17 1 18 — 19 ae! 
Da die Differenzen im Anfange gar zu ungleich find, fo vers 
einige man die erſten Glieder bis zu 110 aus den Tafeln, 
wodurch man — „zor too findet, und alfo 

S 0811005 lio D Tltz— 3 fira 115 i6 
bekoͤmmt, Run nehme man dieſe Logarithmen aus den Tas 
feln, und ſuche ihre Differenzen auf folgende Art: 


Lë NEL Diff. 2. Diff. 3. Diff 4, Diff. 5. Diff 
.lfoz21,090000| $t | —.|.t | — t 
tri 1,0413927 413927 


6042 | 
ua = 1,07918120377885 7 6463 5779 1292 
li: 2m 4,1139434 347622 25776 4497. | ven 368 
114 = 1,1461280|321846 ciens 3563 


115 t „1760913 299633 d d H 
ulii. Rechn. 2. Ch. 1.20000. B Hier⸗ 
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Hieraus finbet man 


1,0 0 I 
10 —111 f 112 — 113 F u. 8 — _ $1397. _ 


2 4 
365042 8779 1292 268 
SEE Gt 2 64 7 04891606 


und es ift daher die Summe der gegebenen Reihe 
$ 2212-13 T4 — 15 T 3€. =i0j0980601 = 11,253315. 


e 12. 


So wie wir dieſe Verwandlungen dadurch zu Stande 
gebracht haben, daß wir in der gegebenen Reihe für x den 


Bruch Ge? fetten: (o giebt e$ noch unzählige andere Ver⸗ 


BR wenn anſtatt x andere Funktionen von 7 ges 
ſetzt werden. Es fen abermals die Reihe: : 

S. ms ax bx? fe T dx^Tex* T fx6 *F xc. 
gegeben. Setzt man en x (I- y), fo erhaͤlt man 
dafuͤr 

$e ay — a 

t byr— abys E: by. | 

te Wh, 530 1 geng — ag. 

T Le Adr? T 6dys- 
T ee" 
. " iege 3/214 T yo 
Laßt fi nun ge von m n Reihen bannen fo laßt ſich 

auch die Summe der andern finden. Iſt z. B. 


d a EE 


SI * 
| fo wird derer = 
GETT sët me t it 

zr ey 
nb die Summe Ss " 
u e m Men ite: ift TET 
$. 13. 
T P wq 
— 
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, SOLIS, Ho 44 la: 
Bricht bie andere Reihe irgendwo ab, fo läßt fich die 

Summe der erſten Reihe abſolut ausdrucken. Angenommen 

daß a = 1 fep, und daß in der gefundenen Reihe alle Glie⸗ 

der nach dem erſten verſchwinden, fo daß 8 = y werde; fo 
wird, weil x — y — yy ift, die Summe der erſten Reihe 

i . 

Da aber a 8 1 iſt, ſo wird 


b 1 = 


e 
d 
IS 
N 
» 
> 


E sg 7. 5 M = . e a 

LOT ER por 
1. 325. 759.11, . 

; 4.6. 8,10. 12.44 2 e 

unb. Voie C fi die erfte Reihe in folgende: 
S A a = TN T2231 3 

F Ti 2x ＋ 432x7, Tox : 

Eben diefe Reihe findet man auch, wenn man die Wurzel⸗ 

Groͤße y^ H — 2m) in eine bg en unb er don r. 

abzieht. i 


eene, 


A 14. 
Um m Verwandlung einen befto gröͤßern Umfang. zu 
geben, ſo fen X. y (1:1. n y)", wodurch die gegebene Reihe, 
8a bx pox3dx4 f eg I 7c. 
P B 2 in 
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in Ka verwandelt wird: 8 — ay 3 n ay? 


to by 

Zeg = 16-2) 1 5290-2 0-3) 
r HE T a 

Tm —1), 2»Y(2/!—1)(2»—2) 
3 n'by phe put n?byf 
PE e Sia H ee 
t a5 f Snay⸗ 
t ST? 


U. 
Wenn alfo die Summe von jener Reihe bekannt ift, fo kennt 
man auch die Summe von dieſer, und umgekehrt. Da aber 
n und » nach Belieben angenommen werden koͤnnen, fo laſ⸗ 
ſen ſich aus dieſer einzigen Reihe umählige andere ſummir⸗ 
bare Reihen finden, E 


F. 15. 
Es koͤnnen die Verwandlungen aber auch auf eine ſolche 

Art unternommen werden, daß die Summe der gefundenen 
Reihe irrational wird. Es fep die Reihe gegeben: 

8 Sax f bx? LEES T dx7 f exs T EH N 
wo folglich f 

$x — ax 4 bra 1 exs 4 dxs T ex1O £ pos due. ` 
wird. Setzt man daher 


y d 
E — wird e — , 
ei Tug UREUE—Ryy 


und die gegebene Reihe wird in folgende verwandelt: 
i 755 
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Sy 
voe nyy) [ 
% P mays T niay6 Fa T nAayYoop c. 
T oby4 T anbyc F 3n2by8  4n3byIO F ze 
T cy T 3ncy$ t Ón2cytO T x. 
* dys f 4ndyxo . sc, 
7 ey! F ze. 
Wenn alſo die Sanne S aus der erſten Reihe bekannt ift 
ſo kennt man zugleich die Summe der folgenden Reihe: 
8 ` 
V(-—nyy 
ay I (na t bis? T Cu'a anb  c)y5 F (n?a F 3nb T zne 1 d)y 7 
Tc 
$. 16. 

Wenn man n = — nimmt, fo werden die Eoefficiens 
ten dieſer Reihe die Differenzen von a, aus der Reihe a, b, 
c, d, ꝛc.; wenn aber die Zeichen in der gegebenen Reihe ab⸗ 
wechſeln, fo werden die Coefficienten dieſe Differenzen, wenn 
man n ſetzt. Bedeuten alfo Aa, Ara, Aa, Asa, ıc. 
die Differenzen von a aus der Zahlen: Reihe a, b, c, d, e, ꝛc. 
und ift 

8 S ax I bxs I ex; : dx7 Fex9 Fi 


fo wird, wenn man x = 5 5 nimmt, 
8 
PRU Boca pes .y3 2a. 55 T A3a,y7 t iC 
Wurm ter ME d y f 


Iſt hingegen a 
E det ex? — x, 


ſo wird, wenn man x = = fe t, 
5 N. les, - 
Pet €N e 3 $—4A3a.y7 
YO 355 ay — Ga. 3 TO Za. S a.y Pu 
B 3 Wenn 
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Wenn alſo die Reihe a, b, c, d, e, ꝛc. endlich apf beftändige 
Differenzen führt, fo kann jede dieſer Reihen abſolut fuma 
mirt werden; indeß fließt dieſe Summation auch aus dem 
Co, 


$. 17. 


Wenn die Coefficienten a, b, c, d, e, ꝛc. dieſe Reihe: 
E; J, J, J, ꝛc. bilden, ſo iſt, wie wir vorhin (. 11.) gez 


ſehen haben, a = 1, Aa = = HP Are vun 


2.4.6 


An=-— : ;x. Hieraus ergiebt (i die Sum: 


mation folgender beyden Reihen 


I. Es ſey SES XD 1x3 F Ax, p[Ix7 faic, wo alſo 


1 WE . 
GE eer ift. Ve , fo wird 


| YO try) t 9 
s=3l7 zl üt t 
VO tn- (a typ Kéi 
und es ift alſo 
Ir yy)ty) cna 3547. 2.4.6 T 
Se SE TS —yf———-— D 
F ti $ x32 t 


II. Es ſey Sz x— ixi is — * 7 i, tvo folglich 


yy) 


S = A.tang. = Afin. y Acco, V (t—yy). 
8 V — y) E — yy) T 
Folglich hat man hier 8 N 


Aſin. y“ 
— T 3 iy 26, 
Y -—yy) 11 27 =. t7 t 


i S 55 wi 
Bes tang. x ff. pe d fo wird 


L Ga 


L 
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r 
Es konnen auch für x tranſcendente Funktionen ton y 
geſetzt, und dadurch andere ſchwerer zu findende Summatio⸗ 
nen hergeleitet werden. Damit aber die neuen Reihen nicht 
gar zu zuſammengeſetzt werden, ſo muß man ſolche Funktio⸗ 
nen waͤhlen, deren Poteſtaͤten leicht dargeſtellt werden koͤn⸗ 
nen, dergleichen die Exponential⸗Groͤßen ey ſind. Iſt alſo 
die Reihe 
‚en Sax T bxz r exs I dx4 T ext 4 fac puc 
gegeben, und ſetzt man x = envy, fo daß e die Zahl bedeute, 
deren hyperboliſcher Logarithme — iſt, fo wird 
(x2 = en; x3 = e32yy3; u. ſ. w. 
Da nun, wie bekannt, (Einl. Th. 1. 6. 123.) überhaupt 
| 6 i 5 
1.2 1.2.3 71:2.3.4 
ift, fo wird bie gegebene Reihe in folgende verwandelt: 
8 Say fonnays 4 up T zn ay T Jn4ay$ Tit. 
t by2 T$ nbys 4 $n3by4 A in3bys Fi 
TI cy) p P neya p Pn30yf FX, 
+ dy^ t $ ndys ba, 
T ey? Tic. 


I. Es ſey die geometriſche Reihe 
S x T XI TxA Ax? T ae 


gegeben, too S — — x iH Setzt man n I, fo daß 


; y 
x-ce-Yy, und S — — e 


Le ey ` en 


wird: fo findet 
fan die Summe 
y 
Bern iy? — 374 T z T ry x. 


allein das Gefeg derſelben läßt ſich nicht erkennen. 
B 4 II. Wenn 


23 ater Th. 1ſtes Cap. V. d. Umformung d. Reihen. 


LS 


IL Wenn in der vorhin gefundenen zweyten Reihe alle 
Glieder außer dem erſten = o (inb, ſo iſt b = — na; 
wee d Insa; e = i$ n4a; f— — 33052; 
Da alſo Say, und x 2 ent ift, fo wird 
V Xx — nx2 P ju2x$ — Ín3x4 P na? Bes nfx$ 
St F T. 

Da Kë bey diefen Reihen das Gefeg der Fortſcreitung 
nicht in die Augen faͤllt, ſo haben die Summationen, die 
aus dieſer Subſtitution abgeleitet werden, keinen ſonderli⸗ 
chen Nutzen. Borzuͤglich aber verdienen die Verwandlungen 
bemerkt zu werden, die auf der Subſtitution x — SR 
beruhen, indem dieſe nicht bloß febr merkwuͤrdige Summa⸗ 
tionen, ſondern auch ſehr gute Wege an die Hand geben, 
die Summen der Reihen durch die Näherung zu finden. 
Nachdem wir dieſes, ohne dabey die Differenzial⸗Rech⸗ 
nung zu gebrauchen, vorausgeſchickt haben; ſo wollen wir 
uns nun zur Erklaͤrung des Gebrauchs dieſer Rechnung in 
der Lehre von den Reihen wenden. 


Zwey⸗ 


Zweytes Capitel. 
Von der Erfindung ſummirbarer Reihen: 


$. 19. 

Wenn man die Summe einer Reihe kennt, deren Glie⸗ 
der eine unbeſtimmte Groͤße x enthalten, in welchem Falle 
die gedachte Summe nothwendig eine Funktion von * 
ift: fo kann man dieſe Summe auch für jeden Werth von x 
angeben. Wenn man daher * p dx für x fest, fo ift die 
Summe der daraus entſpringenden Reihe gleich der Summe 
der erſten Reihe nebſt ihrem Differenziale, und folglich das 
Differenzial der Summe auch gleich dem Differenziale der 
Reihe. Da aber auf dieſe Art ſowohl die Summe als die 
Glieder der Reihe insgeſammt durch dx multiplicirt find, 
fo findet man, wenn man allenthalben durch dx dividirt, 
eine neue Reihe, deren Summe bekannt iſt. Eben ſo ent⸗ 
ſteht, wenn man dieſe Reihe mit ihrer Summe von neuem 
differenzürt, und darauf abermals allenthalben durch dx dis 
vidirt, wieder eine neue Reihe mit ihrer Summe; und auf 
dieſe Weiſe kann man aus einer ſummirbaren Reihe, welche 
die unbeſtimmte Größe x enthält, durch eine fortgeſetzte Dif 
ferenziation unzählige neue ſummirbare Reihen erhalten. 


$5 4. 20. 
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§. 20. 
Damit dies deutlicher werde, ſey folgende unbe⸗ 
ſtimmte geometriſche Reihe gegeben, deren Summe be⸗ 
ois iſt: 


—I xxix TN ATA pao 


1 


Differenziirt man hier, fo findet man 
dx 
und dioidirt man nunmehr durch d x, fo wird 


pU pe SAI T6 ZS 


Ss dei 2xdX T 3x2dx T4x3dx f 5x4dx tie 


Q-—x* 
Differenziirt man nun abermals, und dividirt darauf wie⸗ 
der p dx, fo wird 


— 22. ax T 3.4x* T 4.5x3 " 5.6x4 T ic. 


LI Ea 
oder 
75 = 17 3x T 6 } 102 f 15x4 T ic 
Cry 


wo die Coefficienten die Trigonal⸗Zahlen ſind. Differen⸗ 
ziirt man nochmals, und dividirt darauf durch 3dx, fe 
ſindet man . 

Vemm — F Ax T 10 F 20x3 f 35x4 T x 
: wo die Coefficienten die erſten Pyramidal⸗ Zahlen (inb. 
Faͤhrt man auf dieſem Wege weiter fort, fo findet man übers 
wm die Reihen, die aus der Entwickelung des Bruchs 


a. Tn eniſpringen. 


$. 21. 
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E TE : 
Es erhält aber dieſe Erfindung der Reihen einen viel 
groͤßern Umfang, wenn man jedesmal vor der Differenzia⸗ 
tion ſowohl die Reihe als die Summe durch irgend eine Po⸗ 
teftät oder Funktion von x multiplicirt. So multiplicire 
man, da 
bla qua uad TORRE ERN 
1X 
ift, allenthalben durch aum, wodurch 
xm [xmirqxmi2 I xm + xmi4 Tc. 
wird. Differenzürt man nunmehr und dividirt darauf durch 
dx, ſo wird 
mxm- 1 - (m - xm ent (mE IN (maji t 
4 — Zi 5 
4 (m 3)xm f T iC à 
und dividirt man dieſes durch am- x, fo erhält man 


m—(m—i) x m 
(-* T n Foe f nta 
Tx 
Nun multiplicite man, ehe man wieder differengiict, durch 
xn, ſo daß 


m xn xn. T 


— — 


mici cures » 


werde. Dann differenziire man m dividire durch dx, fofommt 
EC 
T ne T^ 
Dividirt man nun durch x2-I fo wird 
mn (m+ntı)x "EE 
il Gaz 13 = mn T (mFr)ları)x 
T (ma) T ze. 


Auf 
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Auf dieſe Art kann man nach Gefallen weiter fortgehen. 
Man findet aber allemal die Reihen, die aus der Entwicke⸗ 
lung der Brüche, welche die Summe darſtellen, entſpringen. 


) ` $. 22. 

Da von der zu Anfange angenommenen bee 
Reihe jede beſtimmte Anzahl von Gliedern ſummirt werden 
kann, ſo laſſen ſich auf dieſe Art auch aus einer beſtimmten 
Anzahl von Gliedern beſtehende Reihen ſummiren. So 
wird, da 

LT SR R 3 K 4 T* T.. . Pam 
ift, wenn man differenziirt und darauf durch dx dividirt, 
2 n nti 
T era eot tae seres Inx-r, 
Hieraus laſſen ſich bie Summen ber" Poteftäten der natürlis 
chen Zahlen bis zu jedem Gliede finden. Man multiplicive 
nemlich dieſe Reihe durch x, ſo daß € Ze 
E Tenis 
werde. Differenziirtiman nun, und bioibirt durch dx, fo wird 
ıtx—(nFı)2xnf(2nn Fon — enkt - HnNν, 
, (C — x)5. 
Ce T 9x2 T 16x3 +, .CTon2xn-r 
und dieſes, mit x multiplicirt, WM : 
X Tx - (n Rn ( ann Yan — F)xnf2 — npxnt$ 
TTT 
x4 4 T9x5 T 16x4 T.. nan. 
Diffevenztirt man abermals und dividirt durch dx, fo er⸗ 
halt man durch eine darauf angenommene ruten 
durch x die Reihe i 
XT8x*koyx$ .. nz 


St 


deren 
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deren Summe folglich gefunden werden kann. Aus dieſer 
Reihe finbet man aber auf eine aͤhnliche Art die Summe der 
Biquadrate und der hoͤhern Poteſtaͤten. 


. 23. 

Dieſe Methode läßt ſich auf alle eine unbeſtimmte Größe 
enthaltenden Reihen anwenden, deren Summen bekannt 
ſind. Da nun dieſe Eigenſchaft außer den geometriſchen 
Reihen auch allen wiederkehrenden Reihen zukommt, und 
dieſelben nicht bloß, wenn fie ohne Ende fortlaufen, fondern 
auch bis zu jedem beſtimmten Gliede fummitt werden Eins 
nen: ſo laſſen ſich aus ihnen nach dieſer Methode unzaͤhlige 
andere ſummirbare Reihen finden. Da es uns viel zu weit 
fuͤhren wuͤrde, wenn wir dieſes ausfuͤhrlich zeigen wollten, 
ſo wollen wir nur einen einzigen Fall erwaͤgen. Iſt nemlich 
die Reihe 


a. TN LET EI DI 


‚gegeben, fo findet man durch die Differenziation und die di 
viſion durch dx 


RE : == id 6x2 1123 ＋ 254 48x5 £.91x6 


TG Mtis; s: 
Es ift abet dabey leicht einzuſehen, daß alle auf, dieſe Art 
entſtehende Reihen ebenfalls wiederkehrende Reihen ſeyn 
werden, ſo daß man die Summe derſelben ſelbſt durch die 
N zu Matur zu finden im Stande iſt. 


ET 2 
ueberhaupt db Sep man, wenn die enne GI? 
einer unter dieſer Form , 
ax T bxa Fox? T dx4 H exs + 16 
begrif⸗ 
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begriffenen Reihe, welche wir — S ſetzen wollen, bekannt 
iſt, auch allemal die Summe eben dieſer Reihe finden, nach: 
dem die einzeln Glieder derſelben durch die Glieder einer 
arithmetiſchen Progreſſion multiplicirt worden ſind. Denn 
es ſey die Reihe e a 

8 S ax + bx2 Fer para Text IT it. 
gegeben. Multiplicirt man Bee durch xm, fo findet man 


daraus 
San Ec gxmProp bamf z T cms p dxmfA ic. 


und differenziirt man dieſes und dividirt darauf . dx, 
ſo wird j 
mex um - eeenbe keene 
rni e T de. DER 
fo tvie geg durch die Diviſion durch ux 
më i2 ar (mit1)ax f (mt2)bx? T (mtyex: es 


Wird di SW Cumme fofgenber Reihe verlangt: 
«ax T TS)bxz- (Ei, dx I ic. 
ſo multiplicire man die vorhergehende Reihe durch 2, unb 


fete m F 8 , fo daß m = EL werde, Alsdann iſtdie 
Summe "ee Reihe 
Ns "huge . 


5 ba: 25. 

Es kann auch die Summe der gegebenen Rehe gefun⸗ 
den werden, wenn die einzelnen Glieder durch die Glieder 
einer Reihe der zweyten Ordnung, deren zweyre Differenzen 
alſo beftändig find, multiplicist mde Denn da wir 


bereits 
m$ 
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mS + — (m rax. + (m+2)bx2 4 (m t 3)ex3 f ic. 
gefunben en fo erhält, man een H wenn man mit xn 
multiplicirt, 

xuttds 
mSxa T "He pas ern ge 
4 T Ha 
- fo tie hieraus, wenn man differenziirt und durch dx dis 
vidirt, 
` „ „ Dpznéueepdë ufd 
Kä: ——— TI — — — 
mnsxn- x f du TM (m a" 
T (Gn f2)(nt2)bxatt éi, 
Dividirt man dieſe Gleichung durch xet, und muftißliciet 
darauf durch k, fo wird 
« (imn ri)kxds kxhddS . 
mn HW T E + en bh (T r)kax T 
(m T 2)(n T 2)kbx2 + (m f 30 Nn T 3) ex 3 + c. 

Nun vergleiche man dieſe Reihe mit der vorhergehenden. 
ſo wird: 
Iſte Differ. ate Diff. 


kmfkntzk=B 
kmTfknT5kex8Tv 


kont kmf knj k = 
 kmnt2kmT2knf4k — wt 
kind ageet Ek 
Hieraus fließt k — 37; mn SN I3; und 


Eh SS 2 


A di nodis 27 
mn S mnie 
K * 


kom, 


und es ift demnach die gefuchte Summe à 
(8—2)xdS , yx2dds 
Ris WE oam miii ce 


" F. 26, 


- 
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Auf ähnliche Art laßt ſich auch die Summe d Reihe 
Aa T Bb T Cex2 + Ddx3 + Eex4 Tac 
, finden, wenn bie Summe S diefer Reihe 
u. 8 wa f bx tenz f dss p ex* Tc 
bekannt ift, und A, B, C, D, xc. eine Reihe formiren, deren 
Differenzen endlich beſtaͤndig werden. Denn da die Form 
der Summe aus dem Vorhergehenden geſchloſſen werden 
kann, ſo ſetze man ſie 
8 yx2ddS., Ix3d3S , «xAdag 
1 Tar t ee eee 
Ferner entwickele man, um die Buchſtaben o 8, 3. kA x. zu 
finden, jede diefer Reihen. Dadurch wird 
«S. S e T bx T Scr T ads T aexà puc 
Bui so pex abe pad passes 
adds 
2 d x⁊ T 
as: ewe qe 
co Pei ur cet 
"x4d4S a Sé I ek E 
244x^ 1 : - t E 
Vergleicht man nun alles dieſes mit der "ES Reihe: 
Z Aa f Bbx f Cex? + Däx3 T E ex Tic i 
fo findet man durch die Berpteichung der einzelnen Glieder 
. 
63 2 B — τ * * — A 
y O ag EN 2 25 K A 
Sip. qup UPS CEN 
de. 


"ae? + 3y4x3 'Óyexa poc. 


Nach⸗ 


d: 
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Nachdem. man dieſe Werthe gefunden, iſt die geſuchte 
Summe 
( n (C—2B t Anx2dds 
.dx T 1.2dx?2 
(D—3C d Di 
e abe. ; 
oder, wenn man die Differenzen der ES? A, B, C, D, ꝛc. 
auf die gewöhnliche Art ausdruckt, 

CR E AA.xd3 , ZA, x'd' DA , xidis — 
d 1.2dx2 1.2,3dx3 
wenn nemlich, wie wir angenommen haben, 

S Sa bx Tce +dx3 T e T fas f 
iſt. Wenn alſo die Differenzen der Reihe A, B, C, D, E, 1C. 
endlich beſtaͤndig werden, fo kann man die Summe der 
Reihe 2 durch einen endlichen Ausdruck darſtellen. 


Z Sen 


9. 27. 


Da, wenn e die Zahl bedeutet, deren hyperboliſcher Lo⸗ 
garithme — 1 ift, 


ur SE nino 


ift, fo nehme man dieſe Reihe ftatt der degen, Da nun 


8 S es ift, fo ift auch E m ex, = e: uff (Th. 
1. Cap. 7. $. 188.) Es laͤßt ſich daher die Summe der Reihe 
3 
VVV 


} N. 20512119» 9 uei 
welche aus jener Reihe und aus der Reihe A, B, C, D, ꝛc. 
zuſammengeſetzt iſt, auf dieſe Art ausdrucken: 
a equ SX Xx A RA^. xXx OA " * A ——— 
1 1,2 1.2.3 , 1+,2.3.4 
ausdrygeen. Äh 
Eulers Diff. Rechn. a. Th. 1.4, EM 


TG 


r 
H 
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Iſt z. B. die Reihe 
5x 10R 2 17x3 26x4 37 : 
"Es SE EE E 
gegeben, fo ift aus 
der Reihe A, B, C, D, E, ꝛc. 
V 
AA 3, 5, 7, $t 


G 2A c E, 7 5 de. 
und alſo die Summe der Reihe 
10x 2 , 17x3 26x4 37x? 
217 2 Ges T——— e. 
2.9  11993.4 1. 9345 
== 


en (a T 3x T xx) = ex(r T x) T 3. 


Dieſes iſt aber auch von éi klar, denn es iſt 
ax4 
2% ma pe ET ELI 


d 


jxe* = 3% 18555 2 ap 333 SA d ꝛc. 
xx, x2 F = KZ — 3 fu alfo 
? tox M zm 


Rm x 


Satz T— 


$. 28 * 


Das bisher Vorgetragene erſtreckt ſich nicht bloß auf 
die Reihen, die ohne Ende fortlaufen, ſondern auch auf die 
Summe jeder Anzahl von Gliedern; denn die Coefficienten 
à, b, c, d, ꝛc. können ohne Ende fortgehen, oder nach Bes 
lieben abgebrochen werden. Da indeß dies keiner weitern 
Erläuterung bedarf, ſo wollen wir unſere Aufmerkſamkeit 
auf die Folgen richten, die aus dem Bisherigen fließen. 

Wenn 
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Wenn alſo irgend eine Reihe gegeben iſt, deren einzelne 
Glieder aus zwey Faktoren beſtehen, davon die einen eine 
Reihe machen, deren Differenzen endlich beſtaͤndig werden: 
ſo laͤßt ſich die Summe dieſer Reihe angeben, wenn dieſelbe 
mit 5 der gedachten Faktoren ſummirt werden 
kann. Iſt nemlich die Reihe 
2 se us T Bbx f Ccx* T Ddx3 t Eex4 f x, 
gegeben, und machen darin A, B, C, D, E, ic, eine Reihe, 
deren Differenzen endlich beſtaͤndig werden: fo fft fid) die 
Summe jener Reihe angeben, wofern die Summe von 
dieſer : 
S=atbxrcz2 [dx? T ex4 aic 
bekannt ijt. Denn ſucht man aus der Progreſſion A, B, C, 
D, E, ıc. die daraus nach und nach fid ergebenden Differen⸗ 
zen, und zwar nach der dazu im TN Theile befindlichen Ans 
leitung 
A b, (eA D, E, E, 1C. 
AA, IND, Ac, Ad, D DIE, 3t. x 
A2À, A2B, Ozc, Gab, u 27 
AMA. A3B, Ai, 1, 
GAA, Zap, ꝛc. 


ASA, ꝛc. 
ſo iſt die Summe der gegebenen Reihe: 
xdS x2ddS , x3d3$ 
Z . SA bh ses hl AA Tn 


wenn in den höhern Differenzialien von s, = oi beſtaͤndig 
betrachtet wird. 


§. 29. 

| Wenn alſo die Differenzen der Reihe A, B, C, D, ic. 
niemals beſtaͤndig werden, fo wird die Summe 2 durch eine 
neue unendliche Reihe ausgedruckt, die oͤfters ftärfer cone 
- € 2 vergirt 
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vergirt als die gegebene, und es wird auf dieſe Art die ge⸗ 
gebene Reihe in eine andere ihr gleiche verwandelt, Um dies 
zu erläutern wollen wir dieſe Reihe betrachten: 


FF 
2 — — — — — NS 
: e D 
wovon bekannt ift, daß fie ben fogarit)men von ——— : : aus⸗ 


druckt, fo daß Y — — 10 — y) ift Dividirt man 
dieſe Reihe durch y, und fegt dabey y — x, und 


1 2 52, fo daß 2=- gym tia x) it: 
fo wird 
X: x2. 2 E 
2 211 be bb 42 1 
; . gr di es 
und vergleicht man diefe Reihe mit folgender : 
8 1 T 2 K EE Sr bh c. m - 
—X 


fo finbet man für Die Reihe A, B, C, D, E, xc. dieſe Werthe: 


I b t à . 

I I I I 
1.2 2.3 ENEE 

1.2 I.2 Lë 

EE 2 3d. eet, 

— 2 
1.2.3.4 . 2.34.5. 
ꝛc. 


Es wird alfo A 1; AA — — 4; AA 1; A 
— äi u. 


Da ferner S — — ift, fo ift 


dS K I . 
1.d (1 — 204 
das 


EK, 
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d2S "E I 
1.2.dx2 (1 — x)3^ 

EES Së D ) 
———— EES ———5 0M. 
1.2.3. E (1 — * 


Gebraucht man diefe Werthe, fo erhält man die Summe 


Zu UE " x2 x3 ** 
I aaa a 195 37 4-0 U 
To 


Da mun x — y, unb Y =- MI Del iſt, ſo hat 
man hieraus 


2 E 4 
— 11 — les EE e 
Ha e A : 3(1—y2* > 4(1—3)4 
Tx 
und dieſe Reihe druckt allerdings 1(r A IA 
SE 


— lt y) aus, wie auch ſelbſt aus dem ſonſt ſchon (Einl. 
Th. 1. Cap. 7. $ 1230 Bewieſenen, bekannt iſt. 


§. 30. 

Damit aber auch der Gebrauch des Bisherigen bekannt 
werde, wenn bloß die ungeraden Poteſtäten vorkommen und 
die Zeichen abwechſeln, ſo ſey folgende Reihe gegeben: 

SEIN LINE LIST COSE ilio i 

H T" t ^ t Oe ic 
woraus erhellet (Einl. Th. r. Cap. 8. . 140.) daß Y A tang. y 
ift. Dividirt man dieſe Reihe durch y, und ſetzt man 


zz, unb yy — x fo wird 


XX 
2 3 4 SE 
Vergleicht man dieſe Reihe mit RR 
S Jur 17 2 a v . 
C 3 ſo 


N 
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ſo wird S — EY unb die Reihe der Coefficienten A, B. 


i 


C, D, 1c. wird 


ATL D t = de e. 
eur 2 * nn 
| AA zm d T RS SEA 
Á 2.4 2.4 214 z—1 
ES - zy 3 7 pr) 
m Lë? 2.4.6 rf $4. 
Ms d 73.5.7 NEZ E 
2.4.6.8 
d enim e 9 
x. 


Da aber 8 et iſt, ſo wird 
e I T a 


M ds un BEIN 
Idx (T 

dds Aa I 
T. Zdx ? T= 

zunc dd dss "^ 


Ca 0*,2.3dx3 = (1 +24 , 

Subſtituirt man daher dieſe Werthe, fo wird 2 == 
1 lax. 2 2 n 
ITX t Sort 3.5(r T x53 t 3:5. 7(0 1 xj4 Tu 
Führe man alſo yy 25 x wieder ein, und multiplicirt man 
ve y, ſo wird Y 23 A tang. y <a" 


S ATUS A e 23 X. 21335, 24.677 I 
n ctm? 3: ctp 3.5. Trent F 
cf. 37.5 er Dem 


Es ti abet 406 dieſe letzte Reihe, welche einen Kreie⸗ 
bogen vu die ME agam: auf eine andere Art 
ei ver; 
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verwandelt werden, indem man ſie mit der Logarithmiſchen 
Reihe vergleicht. Wir wollen nemlich die Reihe 


e : : = 
zciligÉ-vT Er 
nehmen, und fie e ipae: 
x4 
S T = Gd — . 3 110 TY) 
vergleichen. Hier ſind die et der Buchſtaben A, B, 
D, ze. 
sr. 25 75 $5 TET 
2 2 2 
AA se eg Pe SE 
$c s ATI 
GTA DELIA. —. Le 
3.5 3.5.7 05. 5.7. EN 
2.4.6. 2.4.6 
AA ; —— . 
Lore 3.87 3879 
Da ferner 8 = 3 Hx) iſt, ſo wird 
48 ta ECT 
dx E S 
ddS i I 
— — — ER T 7 ; 
I.2dx2 . 4611 x)7 
d35 A ' I o 
r en 
das 


13.3.3424 7. T er re 
Es ift demnach 8A 8. 2 21; m" aus dem Uebrigen er⸗ 
giebt ſich 
2 EL — Bis us ae rii da E BE — 
5 30 T 3.5 3.870095 
— i 
Setzt man nun * =yn und multiplicirt zugleich durch y; 
ſo wird 
€ 4 12 
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H t3 Atang.y Ss 
y3 - 2 Roe. p : 2.4 y7 
85 Ku tm. ` 13.50 yy)* . 3.5: 7 (1133 
Ge 2 

Dieſe Verwandlung wird alfo durch das unendliche Glied z 

in der Reihe S nicht verhindert. Sollte aber jemanden noch 

ein Zweifel uͤbrig ſeyn, der loͤſe nur die einzeln Glieder der 
i gegenwärtigen Reihe außer dem erſten in unendliche Reihen 

auf, wo er denn finden wied, daß die zuerſt gegebene Reihe 

wirklich herauskomme. 


9. 33. * 
Bisher haben wir nur ſolche Reihen betrachtet, in wel⸗ 
chen alle Poreftäten der veraͤnderlichen Größe vorkommen. 
Jetzt wollen wir zur Betrachtung ſolcher Reihen fortgehen, 
die in allen Gliedern eben dieſelbe Poteſtaͤt der veraͤnderlichen 
Groͤße enthalten, dergleichen folgende iſt: 
I I I 
BT Imre 
Iſt nemlich die Summe dieſer Reihe S bekannt, und iſt die⸗ 
felbe eine Funktion von x, fo findet man durchs Differenziis 
ren und durchs Dividiren durch — dx: 


— 48 1 f I 
dx CT rx EE dus 


Differenziirt man nun abermals unb dividirt darauf durch 
ax, fo erhoͤlt man die Reihe der Wuͤrfel: 


dd 8 "ee 1 I 
ide 7 Sëtzen (ray 5 arsi i 


und dieſe von neuem differenziitt und durch — 3dx divi⸗ 

dirt, giebt > 

v OLuds8 1 I I 
diis DEE ; 


tG34 ira. 


D » 
Auf 
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Auf eine ahnliche Art kann man die Summen aller folgen⸗ 
den Poteſtäͤten finden, wenn nur die Summe der erſten Reihe 
bekannt iſt. N 


§. 33. 

Dergleichen Bruch⸗ Reihen, die eine unbeſtimmte Groͤße 
enthalten, haben wir aber in der Einleitung (Th. 1. Cap. 10.) 
gefunden, wo wir gezeigt haben, daß, wenn die halbe Peri⸗ 
pherie eines Kreiſes, deſſen Radius = 1 iſt, — geſetzt 
wird, N 

T I I 1 si Se 
= 


m 
nfin. —7 
n, 


3n 
-cof.—a 
aix. 1 1 1 I 
T — — 2 3 
PME m. nëm 2n—m 2ntm 
n : y 
- T 1C. 
3n — m 


ſey, ($.178.) Da wir nun fuͤr m unden jede Zahl ſetzen 
konnen, fo wollen wir n = 1 unb m — x annehmen, damit 
wir Reihen erhalten, die denen im vorhergehenden $. aͤhn⸗ 
lich ſind. Alsdann iſt 


* i Y T T T 55 T 


y 


E — 4141222 ——— —— d — 232 

finzx Xx .1—x ITX 2—x 2TX 3—x 
— e. 

7 Cof. x 

"ez Xx ^ ı—x IT 2—x 24x 3—x 
qi 


€ 5 M Durch 


^ 
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Durch die Differenziation iſt man alſo im Stande, die Sum⸗ 
men aller Poteſtaͤten, die aus dieſen Bruͤchen entſtehen, 
zu finden. 


34. d 
Wir wollen zuvoͤrderſt die erſte Reihe betrachten, und 


= S ſetzen. Sucht man hiervon 


der Kuͤrze wegen — 


die hoͤhern Biene ſo daß man dx als beftändig be: 


handelt, ſo iſt ; 
Y 1 1 T 


7 
8 — — : —— r > * ER 
x t L—x ITX 2—x t 21 * 
Kä Ge i | 
—dS$ 1 — 1 I I + "I 
dx — xx Gab Ger TG am: 
I 
` — ——— — x. 
68 -N 
Ad Sa ul E I Y I 


ER x3 ' (1—x)3 (1fx)3  (2—3)5 Giel? 


E Ze 
e. 
| "Gan 
227038. 7 X I I Y I 


6dx3 x^  (1—x)4 (IA | (2—x)4 (21x)4 


G—94 
dag * zr I I * SE 
ga Tage (US Gar GIF 
| T Z D 
(3—x)5 E 
— dss LI Y (à Y Y 
120dx$ x6 G—x)s e? (Ie t (2—x)6 T GROS 
2 ZER Héi \ 


s 
x. te 


> 
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wo zu bemerken ift, daß die Zeichen vor den geraden Pote⸗ 
Biren, fo wie auch bie vor den ungeraden einerley Geſetze 
folgen. Von allen dieſen Reihen findet man daher die Sum⸗ 
men aus den Differenzialien des Ausdrucks 
7" 
afin eg 
Ec $ 35. 
Um dieſe Differenziation auf eine einfachere Art auszu⸗ 
drucken, wollen wir 5 


Dn, xx p; und coſ. * — q 
ſetzen, wodurch denn | 
dp = xdxcof. «x dx, md dq = »pdx 


wird. Da nun S= d ift, fo wird 


—4dS C wa. 
E. pp’ 

44 _ -3(pp2 3(gq t 
1 EEN weil pp T= 
dis _ SE et 

dx3 e? 

das 2225 1 pes 180.5 usus 75) 
^ dx4 ext d ps I - y 
mass, 12099, „180g3 = eo se) 
dx$ * eT "ps 

de? 72085 | eem 662? "s = 
E meg dob T p) T P 

2704 t 17944 t 4794? t 61) 

| uy a ͥ wu 

—d7s log, 1092098 . 726605 1388 
Zen FFF 


* 8 
pa 4" 784395 7311195 113853) 
| REIS 
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458. N 10g, „ 8366494 1 24568q2' 
das s us qu. j t ps À p? 


13887 
le) 


26, 
Diefe Ausdrüde laſſen ſich leicht, fo weit man will, fort⸗ 
ſetzen. Denn wenn 
dug D - A kW? 
E 141 292i ira az ibit ) 
dxn CR nj* prr ern deoa pi Fe. 
ift fo ift das Differenzial davon mit veränderten Zeichen 
EI „,,(ntdagntıt ne Lg estt 


[jore ENTE: E pua (n- p» - (n-) YA pu- 
t(n—4»147* 
Has) pcs! J 
$. 36. 


Hieraus erhält man alfo die Summe der $. 34. befind⸗ | 
lichen Reihen auf folgende Art beſtimmt: 


E 1 
"dx 2 N Pp t id 
— EK) 74 695 + 53 


Ga — 6M p^ p⸗ 
_das p - 28g? 5) 
n ze ER 
des „ Cizogf 18043 Big 
5 dat =(E Da we » 
den » age 132004 66294 , 61 
Ta here Tp 
e — d?S$ 
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— d78 Ee 504097 A 1c920q* A 72669 3 $ 
5040dx7 . 5040M P sqm ps p^ 
13854 
p? 

dss ` 79 /40320q8 " 10080095 8366444 
ze — mM — — —m u 
40320dx8. 40320 p? p? p 

== 2. "128! 
+ q 3 133) 

: $. 37. 

Um nun auch die andere oben (§ 32.) en. Reihe 
r coſ.æ Xx I 1 1 1 1 
ſin x x . 2—x 2]x  3— 11 


auf eine aͤhnliche Art zu behandeln, ſo ſey, der Kuͤrze Ke: 


seent, ex ` 
— T, wodurch man folgende Summationen findet: 


reque 
r ea te: 
mui icol xi y Wee N 
"ids =5- Glanz ta 
BR — 25 T cum t em lx S 
E MMC UU E MEAM 
== = VW be mm. T tat a 


x. 

Hier find in den geraden Poteftäten alle Glieder pofito, da⸗ 

gegen in den ungeraden die Zeichen T unb — mit einander 
abwechſeln. 

; $. 38. 
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$. 38. f = 
Um nun die Werthe diefer Differenzialien zu finden, fo 
fep abermals Da. x — p, und coſ. * 2 q, fo daß pp t 
qq — 1 werde: alsdann ijt dpzzzgdx, unb dq — wpdx, 
Braucht man diefe Werthe, fo wird 


7 8 4 
P 
— dT qq * 2 
— 2 22 — SE — 
dx 2 f ve PP 
E 203 2-73 
<= (2 gen LS 
Gs p*oTop d 
-—d3T 694 et 2 
FFF 
dät PELA 249 E 
GE? p 
—d$T 1204 iC E 16 
z46(—-— 11 — 1 — 
dx⸗ ps OP pp 
86 * 95095 " 272q 
d xc 7B GE j 
ELI (eer emt 360692 „ 272 


' p^ p? 
P En Fe Tm SC E 
E x ms 5 
* # 
Dieſe Formeln laſſen ſich leicht nach Gefallen weiter fort⸗ 
ſetzen. Denn wenn 
du T «qn-ti gqu=3 vq E e x 
* — 2 — — 
— im” en T pn=3 ps Tier Toc 9 
tft, fo ift der folgende Ausdruck: 


Vut 1 * 
* dant SE 
e — „er 2 E 4 m ) 


$. 39. 
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` LY 39. D 
Die Summen ber Reihen, die $ 37. ſtehen, find dem⸗ 
nach, wenn man fin. zx —a p, und cof. * — q fett, 


; => wi 
p 
d x Se PP 
1 
dx ? p3 
Ed LL 1 
— 044 f Sech 
6dx3 p^ 3pp 
B. c ef (3 T — — 
24d 4 p? 3p 
— dsT q^ 34 2 
— = 26(— — — — 
ad? — E Tj E 
ET 99% 44 174 
Teds "Agr 35 T qoos 
3 ` 
e ( SKI fb I? ` 
5040dx 7 p? 3p* N 


ds % , 695 , 69) 62q 
uer edu que Ner ite: 


$. 40. 

Außer diefen Reihen haben wir in ber Einleitung bete 
ſchiedene andere gefunden, aus welchen man auf eine aͤhn⸗ 
liche Art durch die Differenziation neue Reihen ableiten kann. 
Wir haben nemlich (Einl. Th. x. F. 182.) gezeigt, dag 

Y xX 1 1 1 x 


1 


2X ex tangayvx I—- Xx 4—Xx 9 — 1 16--x 


1 
1.57% t 


v d 


K 


v * - 
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ift. Setzt man nun die Summe dieſer Reihe — S, oder 
1 - Got, cof. zv. x 


2x AV x fin. sy x 


fo > 
as Ea. zio IS cof. «V x ar 
15 2xx Ans Dn. VX A* (Im. Y x)2^ 
und dieſes iſt daher die Summe der Reihe: 
1 1 1 I er 
35: * 492 ! (9-395 * G6 ! (59 
x ＋ ꝛc. d 
Dann haben wir auch gezeigt (9. 1932, daß 
„ e XR oq ! I I 


— u — x — — 4 x. 


aV x gam Y X 4 ae V Pix Mix ois ` 161x ` 
ift. Setzt man alſo die Reihe = S, fo wird 


— ds 1 1 1 1 
"hx Tp) T Y a 
Nun iſt aber 
dS —T e VX TIO ar e x H 
In ala art, ës xx 
Folglich iſt i; : 
Ws: p aM Rap ore ue 1 


dx  4xVx oV X ., X (e VX 1) xx 


Auf eine aͤhnliche Art kann man durch fortgeſetzte Differen⸗ 
ziation die Summen der folgenden Poteſtäten finden, 


- d St 
Wenn] der Werth eines Produkts bekannt ift, welches 


aus Faktoren, die eine unbeſtimmte Größe enthalten, beftebt: 


fo Lafen fid) durch eben dieſe Methode unzählige ſummirbare 
Reihen finden. Es ſey nemlich der Werth dieſes Produkts 


(Te)? 


* 
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(TC TOC site 3:30 (E 6x) 36, — S 
oder irgend einer Funktion von x: fo ift, wenn man die Los 
garitmen nimmt, 


18 — (1 t ex) TX t 6x) E K yx) Trio ae 


Differenzlirt man dieſe Gleichung und dividirt darauf durch 
d x, fo wird : 
ds 2 lt ß Y 


—— — —1 
Sax irre: TII 


woraus man durch fortgeſetzte Differenziation bie Sum: 
men aller Poteſtäͤten dieſer Bruͤche, auf die an den vorherge⸗ 
henden Beyſpielen ausführlich gezeigte Art, finder. 


$. 42. 


Wie haben aber in der Einleitung (Th. 1. Cap rr. $. 
1840 verſchiedene Ausdrücke mitgetheilt, auf welche ſich dieſe 
Methode anwenden laßt. febeutet némlid ⸗ einen Kreis⸗ 
bogen von 180°, deſſen Radius = r ift, fo haben wir ge⸗ 
zeigt, daß | 

fin, — . m7 ann mm 16nn - mm  26nn— mm 
n. — — — . — — 
2n , 2n Ann 16nn 36nn 
2 * 
mr nn—mm Onn—mm 25nn—mm 49nn—mm 
nn ^ ann "ann ' rg 
GT H 
iſt. Setzt man nun n — t unb m — 2x, fo wird 


-I—xx 4—xx 9—xx 16—xx 
Bet tiw EEN oa 


1 4 9:587 36 7 
à oder 
fin. er? Eer, 2 13%. — 2. As gt — 
ä K 
und : 


Eulers Diff. Rechn. 2. Th. 1. Abth. D cof. 
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Kaes = Dën 49—4XX 
: 9 25 49 
2 ze E. à 
Stee — & 5 SS, 5tx , 
` ` 3 Tas e 


Hieraus aber feit, we wenn man o e nimmt, 


AC. 
— 7 P — UI c 


cof.rx = x. oder 


Iſin. vx 


Leo sx mco + E T "e e 


" Gë ic. 


$. 43. 
Differenzürt man dieſe Logarithmiſche Reihen und 
dividirt allenthalben durch dx, ſo giebt die erſte: 
cOſ. ax 1 1 1 1 2 
W rr. 
ln. Xx X I—x ITK 2—xX 21X, 3—x 
und dies ift eben die Reihe, welche wir $. 37. betrachtet ha⸗ 
ben. Die andere aber giebt 


— * ſin. a X TR 2 0::. 342 B 2 
— — — — ——X—! Ukwz—ͤ— — — ^ 
cof. x x I— 2x ITz u 3 —ax | 312x Sax 
JE REN E n 


Setzt man daher px D 2, ſo daß x za— ; wird, und diodditt 


man uͤberdies durch — 2, ſo wird: 


"fin. Z r I I 
-2cofázz 1— 2 172 3 — 2 SE 
Da aber fin. 12 z EE und cof. 2 EH 
Y f cof. 
y^ ——— ift, fo wird dadurch 
La 3 - 2 2 2. 
I Ha — um iL dC 


VTcof A E 1—2 172 3—2 312 5—z 
oder, wenn man x anftatt z feet, 
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2 V(I—coſ. 4) 2 er 
Vues) - ES "Ais dx Eu 
Addirt man dieſe Reihe zu der vorhin gefundenen, nem⸗ 
lich zu 


x cOſ. x 1 1 T I pol: I 


2 Ta —ä— Cx P S 
fin.zx R r I Tir 3—x, Tx 
fo. erhält man die Summe folgender Reihe 
1 1 1 1 1 D Y 


mE in i—x2;353—3x ie 
TX 2—x 27x 3—x 3x 


— 
— 


1 VI coſ. æ x) r coſ eg a 
v (1t cof.s x) Tin. æ&x 
Y (1— cof a 
Da abet bet P$ AF T 88 wenn man den Zähler 
und Nenner durch V (t eus) Een, eneen E 
Dn æ x 

übergeht, fo wird dadurch bie FR jener Reihe = — — 

i : fin.zx 


welches eben dieſelbe iſt, die wir F. 34 gehabt haben. Wir 
tzolfen daher auch nicht länger dabey verweilen. 


De Drit⸗ 
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Wi man aus den Differenzen der Funktionen die Diffe⸗ 
renzialien derſelben auf eine leichte Art zu finden im Stande 
iſt, haben wir im Anfange ausfuͤhrlich gezeigt, und ſelbſt aus 
dieſer Quelle den Grund der Differenzialien abgeleitet. Denn 
wenn die Differenzen, die wan endlich annimmt, verſchwin⸗ 
den und in Nichts uͤbergehen, fo entgehen daraus die Diffe⸗ 
renzialien; und da in dieſem Falle viele ja oft unzählige 
Glieder von denen, welche die Differenz ausmachen, weggelaſſen 
werden, fo laſſen fid die Differenzialien viel leichter finden, und 
auf eine bequemere, genauere und deutlichere Art ausdrucken 
als die Differenzen. Aus dieſem Grunde ſcheint aber auch der 
Ruͤckweg von den Differenzialien zu den Differenzen verſchloſ⸗ 
fen zu ſeyn; indeß faffen (ic) gleichwohl auf dem Wege, den 
wir hier betreten wollen, aus den Differenzialien aller Ord⸗ 
nungen irgend einer Funktion alle Differenzen derſelben 
beſtimmen. 


3 45. 

Es fep y irgend eine Funktion von x, die bep ber Sub⸗ 
ſtitution von x dx fuͤr x in y dy uͤbergehe. Setzt man 
nun von neuem x dx für x, fo wird der Werth y T dy 
um fein Differenzial dy + 44 y vermehrt, und alfo — y t 

s o a 2dy 
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-2dy T ddy, und dieſer Werth entſpricht dem Werthe 
x T2 dx von x. Fährt man daher conttmuirlich fort, bie 
Große x um ihr Differenzial dx zu vermehren, fo daß dar⸗ 

aus nach und nach . 

Xx T dx; x T2dx; xt3dx; x TAdx; x. 

wird: fo (inb die zugehoͤrigen Werthe von y, um fie tabella⸗ 

riſch darzuſtellen, folgende: 

Werthe. Dazu gehörende Werthe der Funktion 
von K |y 

* T dx|yt dy 

xTa2dx|yT2dyTt dd ` 

xT3dx|yt3adyt addyt där 

xTa4dx|ytadyt Eddy f 4d3yT dä 

x T Sdx y T5dy t 10ddy T 10d3y T. sday T dër 

x T dx y t 6dy t 15ddy ay T 15d4y T. 685 y T dg 

2C, ꝛc. : 


$. 46. 
Ueberhaupt affo bekommt y, wenn x ín x + ndx übers 
geht, dieſe Form: 
n(n— —1)(n—2) 


yi- 77 K il, ray} 


day r ic 


ER 
1795.3 4 

In dieſem Ausdrucke ift nun zwar jedes folgende Glied un⸗ 
endlichmal kleiner als das vorhergehende, allein wir haben 
gleichwohl keines ausgelaſſen, um dieſen Ausdruck zu unferee 
gegenwaͤrtigen Abſicht brauchbar zu machen. Denn laͤßt 
man n eine unendlich große Zahl bedeuten, fo ift bereits an⸗ 
gemerkt worden, daß das Produkt aus einer unendlich gro⸗ 
ßen Zahl in eine unendlich kleine eine endliche Groͤße ift; 
und es kann daher allerdings das zweyte Glied dem erſten 

G AER homo; 
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homogen werden, oder ndy der Ausdruck einer endlichen 
Größe ſeyn. Aus eben dem Grunde kann das dritte Glied, 
17: n(n—1) 


: day, obgleich ddy unendlichmal kleiner ift m 


dy, weil nemlich CH unendlichmal aróüer it als n 


eine endliche Groͤße vorſtellen, und man darf daher, wenn 
n eine unendlich große Zahl bedeutet, keines von den Gies 
dern des obigen Ausdrucks weglaſſen. 


$. 47. 


Wenn man aber n cine unendlich große Zahl bedeuten 
laßt, fo hat jede Zahl, die man aus en und jeder endlichen 
Zahl entweder durch die Addition oder durch die Subtrac⸗ 
tion zuſammenſetzt, zun das Verhältniß der Gleichheit, und 
man kann daher für jeden der Faktoren n — 1, n— 2, 
2— 3 n — 4 2. bloß n ſetzen. Denn da 

a — BEE — E? 

"t: fo ſteht das Glied nir zu zuddy in dem Ver⸗ 
haͤltniſſe von n zu 1, und es verſchwindet folglich dieſer fete 
tere in Anſehung des erſtern, fo daß man un für ME É 
fegen kann. Auf eine T Art kann man s Gocffiz 
—1)(n— 2); 
9.2523 
menziehen, und eben ſo in eg folgenden 3 die 
Zahlen, um welche n vermindert werden foll, aus der Acht 
laſſen. Dadurch aber erhaͤlt die Funktion y, wenn man 
x n dx fuͤr x fet, und n eine acu große Zahl ep 
tet, folgende Form: 


denten des dritten Gliedes — Late 


yt 
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nd; inde n3d3y , n4d4y n$d$y 
— rf — 4— 1 — E 
Yt 1 T 1.2 At Sv I. 3:35 $a 4:5 2.3.4. SEI 
§. 483. 
Da nun das Produkt n dx, wenn n eine unendlich große 
Zahl ift, der unendlichen Kleinheit von dx ungeachtet, eine 
endliche Größe ausdrucken kann: fo wollen wir ndx = 


ſetzen, ſo daß n = e fep. Hierbey it allerdings n eine 


unendlich große Zahl, da es der Quotient aus einer endli⸗ 
chen durch ein unendlich Kleines dividirten Größe ift. Brau⸗ 
chen wir aber dieſen Werth von n, ſo ſehen wir, daß die 
Funktion y von x, wenn x um die endliche Groͤße » vera 
mehrt, oder x Fe für x geſetzt wird, folgende Form bes 
kommt: 


edy dd , „ a4day 
yt iM 1.2dx2 oT 2. 3dx3 t 12.3. du Lie 


deren einzelne Glieder durch eine fortgeſetzte Differenziation 
von y gefunden werden koͤnnen. Denn da y eine Zunftion 
von x ft, fo haben wir oben im erſten Theile gezeigt, daß alle 


dy Addy. d3 a3y, ; 
dieſe Funktionen Er 2: qe endliche Größen vor⸗ 
ſtellen. d 
K. 49. 


Da alfo, wenn die veraͤnderliche Größe x um bie end⸗ 
liche Große „vermehrt wird, die Funktion y von x um ihre 
erſte Differenz waͤchſt, und wir oben dieſe Differenzudurch 
Ay bezeichnet haben, wenn ⸗ = Ax ift: fo laͤßt fid) die 
Differenz von y durch eine fortgeſetzte Differenziation finden. 
Es iſt nemlich 

: D 4 y 
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„addy „37 d 
d N 
Ax dy Ax. dd) Ax3 d3y K där 
Ay = = t — 
1 dx 2. dx 6 dx3 24 dx a 
Taux. 
Auf bicfe Art wird die endliche Differen: Ay. tis eine Pro⸗ 
greſſion ausgedruckt, deren Glieder nach den Poteſtäͤten von 
Ax fortlaufen. Hieraus erhellet ebenfalls, daß in dem Falle, 
wenn x nur um eine unendlich kleine Große mäin, und alfo 
Ox in das Differenzial dx übergeht, alle Glteder gegen das 
erſte verſchwinden, und folguch Ay — dy tei irdz denn wird 
. Gx zs dx, ſo geht nach der Erklarung die Differenz Ay 
in das Differenzial, dy uͤber. 


edy 


rg 1t. oder 


E $. 50. E Ls 
Da, wenn man x 4 e für x ſetzt, jede Funktion y von x 
folgende Form annimmt: 
"ad widdr , w3d3 444 
N rate 
fo läßt ſich die Wahrheit dieſes Ausdrucks durch ſolche Bey⸗ 
ſpiele beftätigen, wo die hoͤhern Differenzialien von y endlich 
Rull werden, denn in dieſem Falle wird die Anzahl der Gic 
der des vorhergehenden Ausdrucks endlich, 


Erſtes Exempel. 
Den Werth des Ausdrucks xx — x zu finden, wenn 
man x tI für x fegt - “ "T 
Mean ſetze y — xx — x. Da nun, wenn x in x & x 
übergehen foll, » = x wird, fo Des man, wenn man die 
Differenzialien fudit, 
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Es geht alſo die Funktion y — xx — x, wenn man x t t 
für x ſetzt, in folgende übet: xx — xt ı@x — 1) t 4.2 
sz onbe Setzt man wirklich x pi für x in xx — x, 
fo wird : r 


; in x br 
N in XX T K T T 
und alſo xx — x in xx T x verwandelt. 


Zweytes Exempel. 
Den Werth des Ausdrucks x3 t xxx zu finden, wenn 
x t2 für x geſetzt wird, 


Setzt man y — x3 t xx T x, fo wird e 2, and 
＋ 32 2K fI 
„ddy 
daa 
day 
ES 
day f e d 
dia "e T 
Hieraus ergiebt (ic folgender Werth der Funktion y — x3 
T XX 4 X wenn man darin x * 2 für x feat: 
*3 I X T X T ACX TN TI) 4 (6K T 2) T 3.62 zi b 
73x 17x T 14i ^ 
und eben diefen Werth) findet man, wenn man x H 2 ſelbſt 
für x ſetzt. 


=6x dq 


zb 


h I 
Drittes Exempel. 
Den Werth des Ausdrucks xx t 3x T Y zu finden, 
wenn x — 3 für x geſetzt wird. 
Hier iſt alſo „= 3, und wenn man 
yz xx tax T 1 ſetzt, 
$5 dy 
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d à 
42 EE T à und 


Es geht alfo die Funktion xx T Zx T T, wenn man x 3 
für x fett, in x2 T3x f rcge 215.25 * —3* 
B L über; 

€ ST, 

Wenn für e eine negative Zahl geſetzt wird, fo findet 
man den Werth, den die Funktion von x erhält, wenn die 
Groͤße x felbft um eine gegebene Größe » vermindert wird. 
Setzt man nemlich x — » für x, ft bekommt die Funktion y 
von x folgenden Werth: 


ady , addy, | s3d5y , E 


dx 2dx2 ^. 6dx3 24dx4 Eb 


und man kann daher alle Veränderungen finden, welche die 
Funktion y leidet, indem die Größe x auf die eine oder 
auf die andere Art verändert wird. Iſt aber y eine ganze 
rationale Funktion von x, ſo wird der veränderte Werth von 
y; weil man alsdann endlich zu verſchwindenden Differen⸗ 
zialien kommt, durch einen endlichen Ausdruck ausgedruckt; 
ift hingegen y keine ſolche Funktion, fo ift der Ausdruck des 
veränderten Werthes eine unendliche Reihe, deren Summe 
durch einen endlichen Ausdruck dargeſtellt werden kann, weil 
man den veraͤnderten Werth durch eine wirkliche Subſtitu⸗ 
tion iit Pie, TE 1 


$ 52. 
So wie die erſte Differenz gefunden worden ift, fo laſ⸗ 


ſen ſich auch die folgenden Differenzen durch aͤhnliche Aus⸗ 
drücke 


* 
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i druͤcke angeben. Es erhalte nemlich x nach und nach die 
Werthe 
* Te; * T 2% X 3% x 4% Y. 
und die dieſen Werthen entſprechende Werthe von y ſeyen 
NIS ys uus vi; 16. 
wie wir im Anfange dieſes Werks angenommen haben. Da 
alſo * ; 
R dën sym de 
die Werthe find, welche y erhält, wenn man für’z nach 
und nach 
* T.; XT 2% Xx 30% x4 Ww. 
ſetzt: ſo laſſen ſich nach der ertheilten Anweiſung die Werthe 
von y auf folgende Art ausdrucken: 


dy e2ddy OR o3d3y 


dcl ur 


2dx? 6dx 3 24dx4 
er 
or E SEHE rer eir 
J 
HU ) 
Ve 


Da’alfo, wenn Ay, G2, O, Gay, x. die 29 
zweyte, dritte, vierte Differenz u. f. f. bedeuten, 
Y = l — P 
ër e a e 
ir n Sub al y 
» Aar zmoyw — 4y" T 6 — Am T Y 
x. ; 


ift: 


X 
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iſt: fo laſſen ſich jene Differenzen durch die Differenzialien 
auf folgende Art ausdrucken: 
ur a2dd 3d3 444 
y + e EE p1T LÀ d EX 


E ded 2dx2. 6dNͤö Add 
1 ar (23 —2. 19 din 
" 2 m o——————————— — MM M— HÀ 
dus! "db 2dx2 . . 3: 6dx3. ` t 
24 — 2,1 &s4d4 
(24 — 2. 1 w^d4y m 
24dx4. 
M SV di 3-3. 2373.10 — 27 —4 df 
e ` Gdai : e 
LEE, 
2 (4*4. 3516.2—4. Detdiy, (45—4. 344 254. elde 
T ‚Ay — U — 
^4 = 24dx4 E 1 120dx$ 
Taie 
. 84. 


5 Der große Nutzen, den dieſe Ausdruͤcke für die Diffe⸗ 
renzen in der Lehre von den Reihen und den Progreſſionen 
haben, fällt iheils von fitit in die Augen, theils wird er in 
dem Folgenden ausführlicher beſchrieben werden. Indeß 
wollen wir in dem gegenwartigen Capitel den Nutzen erwaͤ⸗ 
gen, der daher für die Kenntniß der Reihen unmittelbar 
fließt. Ob man nun gleich die Anzeiger der Glieder jeglicher 
Reihe gewohnlicher Weiſe fo annimmt daß fie eine arithme⸗ 
tiſche Progreſſion, deren Di fferenz 1 ift, ausmachen; fo wol⸗ 
len wir doch, um dieſer Unterſuchung einen deſto groͤßern 
Umfang zu geben, und die Anwendung derſelben zu erleich⸗ 
tern, die Differenz = „ ſetzen, fo daß, wenn das allgemeine 


Glied, oder dasjenige, welches dem Anzeiger x entſpricht, 7 
ift, die folgenden zu den Anzeigern » Fo, x F2», x 30% 


ac. gehören.” Wenn alfo zu dieſen Anzeigern 
X, x T x T R 3, x T 4% ꝛc. 


folgende 


w— 
y 
D H 
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folgende Glieder y,;^ ^ P, Q, R, S, x. 
gehoͤren, ſo werden dieſelben aus y und un Differenzia⸗ 
lien auf folgende Art beſtimmt: 


Ax ody, wädde w3d3y Ad ax 
CP ein dx b 2dx2 xat dx peso Tx. 
2edy , 4e? ddy , f day 
Q mel dx Zdx? ds 24dx4 Toe 
ET gw2ddy | 2763d3y 81444 
— -— — Ai ZA e ^ 
2dx2 ^", 6dx3 24dx4 
eir. 1602 dd 6423d3y 256 eidir 
8 
= re 
i io 
$ 88. 


E diefe Ausdrücke von einander abgezogen werden, 
fo fällt „ aus den Differenzen weg, und cé ift 


Pri o ER 
et E 
at 
EE 


gu2ddy 6123d3y , 369 dy 

2dx2 . 6dx3 "eni 24d:4 tx 
1€. 

Wenn dieſe Ausdrücke abermals von einander ſubtrahirt 


werden, ſo fallen auch die erſten EM meg, unb 
es ift 


L ^ ub 
1 — 8 A S 


"e 


Du 


62 Zbweyter Theil. Drittes Capitel. 


_ 2u2ddy , 603d?y , Ldeaday 
Q E 17 E ace e 


erden 1203 d3y Soaday 


R — 20 TP 


ad | 6dx3 J^ a4dx4- dps 27 
2% ddy , 1993d3y 10 
$ — R = — 
TA 2dx2 s 6dx3 H 24dx4 T 
su2ddy , 24u3d3y | 194-44 
T — 28 Ra 
T 8 mem rc 


ꝛc. 
Bey nochmaliger Subtraction fallen die zweyten Differenzia⸗ 
lien aus der Rechnung weg, und es wird 

2 3604d4y 


VVV T 
6e3d3y , G, 


— 6n5d3y 4, 94##d4y 
T — 38 ＋ ZR — Q — SA T Yt d 16 
y m. Xe 

Setzt man die Subtraction weiter fort, fo wird 


a4 dA 


be Toma, Aer Cen e 
; 444 
1 — 48 f e — 40 £P — Ea i d 
f 
$c, unb 
1204$d$y 


1 - 58 fioR — 100 f 5P ya ————— f: 


i20dx$ 
$. 56. 

Wenn alſo "wi eine ganze rationale Funktion don x if, 

o kommt man, wenn man auf diefe Art fortgeht, weil als⸗ 

bann die hoͤhern Differenzialien endlich verſchwinden, zu 

verſchwindenden Ausdruͤcken. Da alfo dieſe Ausdrucke die 

Diffe⸗ 
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Differenzen von y finb, fo wollen wir ihre orm und ihre 
Goefficienten genauer erwägen, 


y=Yy 
UL «2 ddy i V ne A 
M re 60 ite 24454 t 
dy EMT x 
, en. 


ft RE ER A 
du? ^ 3dx3 ^ 3.4dx4 — 3.4.5.dx* 
. _316d6y | 
3.4: 5.6dx$ 
viu An 6d Ay t 25e$dfy 
do? 4dx4 4.5dx* 
30t »7d7y 
4.5.6.7dx7* gt. / 
da Ice$d*y 68e 350 
ge 35o»'d'y. 
ERAT 5 5dx$ 1.5.60 75.6 dx6 VET 6. ZEE 
DREI Izu6d6 14087d7 od? 
AS, 22 — 241 = 4 8 3 4c 
dur 6dx6 6.7dx7 6. 7. 8 ds 
a6d6y 2107d7y 266»8d$v 2640 
ae? à "7dr7 zB dap 7.9.9 dx? 
: x. 


Wie die MAL dieſen Reihen fortſchreiten, fällt leicht in 
die Augen; was aber die Zähler betrifft, fo werden die Gocf 
ficienten derſelben auf die Art formirt, daß ein jeder eine 
Summe aus dem über ihm ſtehenden und aus dem Produkte 
des vorhergehenden in den Exponenten der Differenz iſt. So 
iſt in der Reihe, welche die Differenz Asy BEN 2646 = 
1050 t 6,266, 


K.. 
od 
4.5. 6dx6 


A3yz—— v T 


SY = fi. 


9.57. 
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§. 57. 

Nun inler wir dieſe Reihe betrachten, wenn fie zus 
gleich rückwärts fortgeſetzt wird, und fie alfo auch die Glie⸗ 
der enthält, die zu den Anzeigern x — ai 2 x Zei 
xc. gehören. ; 


X — Q4. X — 395 X — 0955, X — 9j 
$5, r, 3 re P: 
X; X Te; x oa; xt3e; K F 4%; ze 
Y P, Q, KR E, 
Da alfo 
Eege Cor IL. 


dx 2 dx2 6dx3 24dx4 


1 4u2ddy g03d3y " 162 dA e 


dx EECH 6dx4 24dx4 
Dy. EI 9 IL r 

dx | ad^ Gd? . 24ds4 ^ 
Y 4wdy 16 ddy | G4n3d3y 250 dy 
2dr |6dx3 24 d x4 mi 


A. ! 
ift; fo wird, wenn man biefe Werthe von den SH P, o 
RN, 8, ꝛc. abzieht, "s d 


8 ud 3 d35 56d 
M x = T "um M t 16 
Q- 2wdy 8033 320 dy 
r a Ee dass. 
Nr gedy, 2763d3y , 24gefdsy f . 
2 dx 6dx3 I20d x$ 
A cs en diy Bet oif 


2. ars 6dx3 120 d& 
| : Us 10 Em 
Wenn man hingegen diefe Werthe zu den obigen abbirt, fe 
fallen, fo wie hier die Differenzialien der geraden Ordnun⸗ 
, gen 
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gen, nunmehr die Differenzialien der ungetaden zungen 


weg, und es wird: 


Pp EZ. 0 2 ddy 
Sh — ie 

2 2dx2 
Org — 4»? dir, 
Eo es yt 2dx? .* 
Er gaz ddy 
Ee e * Bau 

2 - n 
Ss... 1602 dd 
N eg 

d 


„sd | 


w4dAy 
5 ; b Héi 
24dx^ 720dx6 
IV ede 
24dx4 720dx6 PB 
8re4d4y 73986 d 
zd t modas Fe. 
256a*d*y 4096 d i 
Dr. 
24dx4 720dx9 
als Cea 
m 


Da ſich alle vorhergehenden Glieder ausdrucken laſſen, 
fo evyält man, wenn man dieſelben in eine Summe zuſam⸗ 


menzieht, das ſummirende Glied der gegebenen Reihe. 


Es 


feo nemlich das erſte Glied dasjenige, welches zu dem Anzei⸗ 
ger x — na» gehört, fo ift das erſte Glied ſelbſt — 


n dy 
dx 


— 


2 d xa 


na ddy 


n3 day 
6dx3 


nA | 
24d x4 eh? 


Da nun das Glied, welches zu dem Anzeiger x gehört, — y, 
und die Anzahl aller Glieder e n Fr ift: fo ift die Summe 
aller Glieder vom erften bis zum letzten y, dieſes EE 
fen, oder das WS a" Glied = 


TT TR 
w2 d y- 
; 24x2\ 
- id 
Ce 3 


27355 


c pan 


* 5. uvis.» m 


en n2) 


een n tan, 


Ya ＋ 24 T Ee eee, (n4) 
Fulers Diff, Rechn, 2. Th. 1.21615, 


— 


€ 
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a$d5 
SES 7 3% T nf) 


E 


A 59. 

Wir haben aber oben (Th. 1. Cap. 2. F. 61. 62.) die 
Summen dieſer Reihen gegeben, und wenn man daher dieſe 
Summen hier gebraucht, ſo wied die Summe der gegen; 
waͤrtigen € = 


‚any — I Gun pim 
„ dd 
3353 2 ns T zun ꝶ in) 
— 
Sc - 
pe T 24 A Dë — dh) 
»*d$y 
odis dns T Ans ＋ a an — 2212) 


ꝛc. 

wo fid) n aus dem Anzeiger des Gliedes, von welchem an 
die Summe gerechnet wird, ergiebt. Iſt alfo » — r, 
ferner der Anzeiger des erſten Gliedes — r, des zweyten 
zo, und des letzten x, fo daß die gegebene Reihe fol⸗ 
gende iſt: 

5 r 

a, b, e, d, * H Zë D Le X) * y E 
fo iſt die Summe dieſer Reihe, (weil x n I, und 
n X — E "i 


* GN 42) 
3 diy 
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dd y 
2dx? 


T Gi —&Aextis5 


v: 43 3 
- dirae c do a 


ä Si 5 ; 
T zd. y (xg — 284 f. X — NR) 


241dx4 
dfy e 
„ Za? T don — quur) 
dy d 
T 720dx6 (337 — ëng T 3x5 — 4x3 T Ax) 
26 
$. 60. 


Aus biefem Ausdrucke für die Summe entfpringt für 
die Lehre von den Reihen Fehr wenig Vortheil, weil die 
Coefficienten ſehr groß werden, wenn x eine große Zahl ift; 
indeß wird es gleichwohl nicht unnüg fen, einiger daher flieſ⸗ 
ſenden Eigenſchaften zu erwähnen. Es ſey alſo das allge⸗ 
meine Glied y= ap, und das Zeichen des fummiténben 
Gliedes ſey Sy oder S. xn, Vorausgeſetzt, daß dieſe Ber 
zeichnung allenthalben ſtatt finde, fo ift 

ixx — ix S. X — x 


423 — $x2 pix =S.x2 x2 
4x4 — 393 Pax =S. x — * 
Ga 


Dan erhält daher aus dem obigen Ausdrucke: 
Sxn m nxn- g. X T CES 


T F 
12 E Pus : 
iuum) oro us . 5 
Ee ab We (61 19% 
RU 105 4 


EEG erde ier S 
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Da aber ; 
5 n(n—r) ` n(n—r(n—2) 
———' E ne T: iſt, 
fo iſt ; 
coner BRD) een, I, 


Tw Fd. 
und es wird alfo, den Fall ausgenommen, wenn n = o ift, 
in welchem jener Ausdruck = o wird, 

S. un zc Anf p x? — nx"-rS.x/ 
(ONE 
—— gn-2$.x4 
T Ea - d 
(nen 
Kg n(n—rXn—2) „35,23 
12.3 
; — 2210 D 
| + n(n T)a—2)(n 22 
A 3 D 4 
1C 


$ Gr, 

Damit ſowohl die Wahrheit als die Kraft dieſer For⸗ 
mel deutlicher werde, wollen wir einige eingelne Fälle erwaͤ⸗ 
gen. Es ſey alfo zuvoͤrderſt » 

. 
Alsdann iſt 


8. * * T* — Sx, oder Sx — — 


wie ſolches bekannt genug ift. Ferner ſey 

n = 2. 1 b 
Alsdann ift S. x2 — x3 T XX — 28. & K 8. * 2. Da fid 
in dieſer Gleichung die auf beyden Seiten befindlichen Glie⸗ 
der 8. x2 einander aufheben, fo erhält man daraus wieder 


wie vorhin 8. X — = — Nun ſey 
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ö er A 1 
Dann ift S.x322 x4 Ex? —3x28x }3x$.x2 — $,x3, 
und alfo = : 

$.x3 = 3x5.x2 — ix:8x T AX (KT I). 

Setzt man ; 

n * 43 

fo ift S.x4 2 xf Fx4 — 4x38x T 6x28,x2 — 428. *3 

＋ S. xa, woraus, weil 8. x4 wegfaͤllt, 

RE eg $xS.»2 — x28x T Eix3(x- I) 

fo wie hieraus, wenn man von dem Dreyfachen deſſelhen 

das Zweyfache der vorhergehenden Gleichung abzieht, 

S.x3 = $xS.x2 — 4X30 — I) 


wird. Setzt man 


ſo wird i d 
S,x$z2x6Tx*— 5x48 x * 10x38, x2 "M 10x28, x34 
5X$. x^ — $,xS, , 
oder 
S. * 128. 4 — Fag. x3 R5x29.x2 — 458 ee 
Ex*(x T I) (A 
und aus n = 6 folgt, 


S. xd =x7 [x6 — 6x$Sx T 15x48. x2 — 20x38. m 
I5x29.x4'— Ó6xSix$ T S. & 


H 


obet 
8. = ixS.x4 — !?x28,x3 E EE * 
DI - 


E 3 N $. 62. 
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g $. 62. 
Ueberhaupt iſt alſo, wenn man n 2m I ftbt, 
S,xam]i = 29 468. 45 n 
: ; p Eu x 2 WI. 
+ 555 jT E 
E 5 
ERI) 


a nmgx f Zxamfr (z . 1). 


Wenn mon aber n = am + 2 ft, fo findet man, weil die 
Glieder S. xam 2 einander aufheben 


1 j^ 2 , 
S. xamf = amid Zar — TUE. 
2 D 


ger, 1)2 zm 0 
«3.44 


— 
— x2m$, x * an) 


238. e 


Ze 


DER! 


Es laſſen ſich alfo die Summen der ungeraden Poteſtäͤten aus 
den Summen der niedern Poteftäten auf eine doppelte Art 
beſtimmen, und aus der Combination dieſer beyden Formeln 
kann man außerdem unzählige andeke herleiten. 
$. 63. 5 
Man kann indeß die S Summen der ungeraden Poteſtaͤ⸗ 
ten noch auf eine viel leichtere Art aus den vorhergehenden 
beſtimmen, und es ift dazu genug, wenn man bloß die Guns 
me der vorhergehenden geraden Poteſtaͤt weiß. Denn aus 
den oben (Th. 1. Cap 2. 6 61. 62.) gegebenen Summen der 
Poteſtäten erhellet, daß die Zahl der Glieder, welche die 
Summen ausmachen, bloß bey den ungeraden Poteſtaͤten 
vermehret wird, fo daß die Summe der ungeraden Poteftät 
aus eben fo viel Gliedern beſteht, als die Summe der tors 
herge⸗ 


D 
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hergehenden geraden Poteſtaͤt. Iſt nemlich die Summe der 
geraden Poteftät xan — 

8. xan = ax2niI n & K - Jx2n-3 K 

. 

denn wir haben geſehen, daß nach dem dritten Gliede ein 
Glied um das andere wegfaͤllt, und daß die Zeichen abwech⸗ 
fein: fo findet man daraus die Summe der folgenden ee ` 
teftät x2n*z, wenn man die Glieder von jener durch fola 
gende Zahlen: i 


pit — 2nfrl | anf. 2OmTI |. anfı 
cor pese X X3 8 . 
2n 2 


2n'TE 2n 2n—i1 2n—2 
multiplicirt, " es iſt alſo: 


anf, 2n T zu 
S.z2n11 — x2n}2 x2nlY 
8. SN } TI "dad 1 


X; 2 


CZE 


D 2nTI 2nTt 
P lS Jf i " 


ES anle zx 2 n- -4 TE 210 
5 Tof 
Sft alfo die Summe der Poteftät x2» bekannt, fo läßt ſich 
daraus bie Summe der folgenden Poteſtaͤt xaaf x leicht 
finden, 


$. 64, 


Dieſe Art, bie folgenden Summen zu finden, läßt ſich 
auch bey den geraden Poteftäten gebrauchen. Zwar bekom⸗ 
men die Summen dieſer Poteftäten ein neues Glied, und. 

dieſes findet man durch dieſe Methode nicht; indeß laͤßt es 
ſich aus der Reihe ſelbſt leicht herleiten, da bekannt iſt, daß 
die Summe derſelben, wenn man x — x. fe&t, = 1 werden 
muß. Umgekehrt aber laſſen ſich allezeit aus der bekannten 
Summe einer jeden Poteſtaͤt die Summen der vorhergehen⸗ 

Ee Poteſtaͤten Anden. Denn wenn 
E A 8. xn 
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ad 


8. anze KX UT T GE yxn-i — Zen? 4. ixn-$f— Exn- 7 
3 43x - 
ijt, fo ift fuͤr die vorhergehende Poteſtaͤt: 
: ntt n 2. n—tí In 
8. Xu n : CERT TE AË ind 
Ze - n 1 2 n E D 


SE 


und von bier bann man ſoweit ruͤckwaͤrts fortgehen, als man 


55 Es muß aber bemerkt werden, daß «. den dai e = 


12 unb 2 — £ ift, wie ſolches aus den vorhin gefundenen 


Formeln erhellet. 


K 78 
Ben einiger Aufmerkſamkeit ſieht man bald, bof man 
» Summe der Poteſtaten Knax findet, wenn man die 


Summe der Poteſtaͤten x» differenzitet, und das Differenzial 


derſelben durch n dx dividirt; und es ift baher 
. d,S.x^ = ndx.S,x0-2, und da d. An S nx0-Tdx ift, 


MOVER Uo 
d. S. xu = S.nx9-Xdx = S. d. xn. 


Hieraus erhellet, daß das Diffesenzlal der Summe der 


Summe des Differenzials gleich ift, fo daß, wenn überhaupt 


das allgemeine Glied irgend einer Reihe = y, und 8y das 


ſummirende Glied derſelben ift, 8 y = d.Sy wird; d. h. 


die Susme der Differenzialien aller Glieder ijt gleich dem 


Differenziale der Summe dieſer Glieder. Der Grund von 


dieſer Gleichheit laßt ſich aus dem, was wir oben uͤber die 


Differenziation der en bg haben, leicht abnehmen. 


Denn da 


8. X S x + er, T—3^fx TA t ve 


if. fo if 


LU 


t i d S. An 
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e E SE 1901 + TOUT T E 
T6 c S£ pt 

unb tiep r Beweis erſtreckt ſich auch auf alle andere Reihen. 

$. 65. 


Doch wir wollen zu dem Gegen ftande zuruͤckkehren, von 
welchen wir ausgegangen find, nemlich zu den Differenzen der 
Funktionen, indem dabey noch eins und das andere an⸗ 


zumerken iſt. Da wir geſehen haben, daß y, wenn ſolches 2 
eine Funktion von x ift, und allenthalben x E «, anftattıx. 


geſetzt wird, folgenden Werth bekommt: 


3 edy * e? ddy E asd3y „dA E 
* 7. dx . h 1.3, Jdc 1, . 3. Ad 7 
efd£y 


—— —— * 


20. 


1.3 53. 4. ARE ^, 
fo muß dieſer Ausdruck Gott inden, man mag fuͤr „eine bes 
ſtaͤndige Große, was für eine man will, oder auch eine vers 


anderliche von x abhangende Große T: Zenn ben bet. 


? ddy .. d3y T 
2 i e b m D 
Spang der Werthe der Bruͤch . , quio 


durch die Differenziation wird die Veraͤnderlichkeit der Fak⸗ 
toren e „, a3, 1t. nicht in Erwägung gezogen, und es ift 

daher gleich, ob » eine beftändige oder eine veränderlich von 
x Reg Größe bedeute. 
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Mir wollen alſo onnehmen, daß » x fep, und TT in 
der Funktion y alleathalben x — x = o für x geſetzt werde. 
Wenn alſo in irgend einer Funktion y von x anftatt x allent⸗ 


halben o geſetzt wird, fo wird der Werth dieſer Funktion 


folgender: ; 
€ 5 Pg en 


7 


e 


N 
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xdy , x2ddy' — x3d3y 44d) 
OT I.2dx2  [.2.3dx3 1.2.3.4dx4 
Es zeigt alfo dieſer Ausdruck allemal den Werth an, ben 
jede Funktion y erhalt, wenn man darin » = oet, Die 
Wahrheit dieſer e werden folgende Lede be⸗ 
ſtaͤtigen. 


— Ms 


Er ſtes Exempel. 


Es foll y — xx T ax T ab ſeyn, und der Werth davon, 
wenn x o, gefunden werden, welcher bekannter Tu 
= ab if. 


Da y xX Tax ab iſt, ſo wird 


=2x Ta, und 


Folglich iſt der geſuchte Werth f 
ox pax ab—xQxfa KH Sab. 
Zweytes Exempel. 


Es ſoll y 2 x3 — 2x T3 feyn, und der Werth davon 
für x — o, der bekannter Maßen z ift, gefunden werden. 


Da y x3 2x} 3 iſt, fo wird 


d D 
= = 2xx — A 
ddy 
] 1 2dxz 3* 
( 
d3y 
2.3dx3 =L 


Folglich ift der EN Werth = 
x3— 2x T 3— xxx — 2) Tx. 35 — 123. 
Drittes 


D 
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Drittes Exempel. 


Es ſoll y Le Be r feon, und der Werth davon fin 


x — o, der, wie adf in bie ke faͤllt, So ift; geſucht 
werden. ö f 
I ddy 


— — 


"Greis? 1.2dx2 


Da y == M. ift, fo GE 
E ray 
SS (35! 1.2.3dx3 ME (1 = 
SEN Werth zz, - 


IA und folglich der 


* x xx x3 x4 
—̃ — mcn T — — —-—-, 1 ————-—:34 
IX (I-) (101—393... (0—3)^ (1—x)$ - 


Es ift alfo der Werth beier Reihe So, weſches auch daher 
erhellet, weil dieſelbe, wenn man das erſte Glied weglaͤßt, 
eine geometriſche Reihe wird, deren Summe = 
X a x " 
(I- T x(i—x) BEE iit. 
Dima ift der gefundene Werth e 1 — D Gees 
d 


4 


Viertes Exempel. E 


Es fep y — ex, fo daß e bie Zahl bedeute, deren hy⸗ 
perboliſcher Logarithme = 1 iſt. Man foll ben Werth von 
y für x = o finden, ee wie bekannt, — 1 ift. 


dd 
Da y Sex; Ri . er S Les 7c. und 
folglich der geſuchte Werth a 
ex x ex xx ex 3 exx 4 
ß —— — — — 6 
1 1.2 3.4 : 
zx ex(r CT — = A Si xx 
EA. — mu — — — Di 
4.2 1.2.3. 1.2.3.4 
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Nun haben wir aber oben in bien in die Anal. d. Unendl. 
gefehen, daß die Reihe 1 — T Mp —.— 
1.3.3 1.23.4 


— c den Werth von ez DE Folglich ift der gez 


ſuchte Werth — Sex. ex Ss E 14 
ex 


AEN Exempel. 


Wenn y = lin. x it, fo iſt offenbar, daß fuͤr x — o aud) 
roi Eben dieſes giebt aber auch die allgemeine 
Formel. e : 
X DG A. ddy 
Denn da y=[m.x ir fo ift 4 cof. x ; c 
1 


" d3 day- m s 
— fin.x; Fre ds bn. z xs Setzt 


man alſo x= — o, fo wird bet Werth von y folgender: 


^n n ILI 


5 
fin. z Sept. x-— le, xT SA ER 
, T" 1:4 2.5 1.2.3.4 


— x. oder 
4 xx x4 Cat 
" pei 1 3.2 E 1.234 24 I:23..06 47 
e cof x (5 — x T PEL E 
ET HET een 


Da — die erſte Reihe den cof.x, und die andere den Un. x 


gusoruckt, fe ift der geſuchte Werth 
lin. x. cof. x — cof E, ſin. x o. 


4 $ 68. 
, Hieraus: erhellet alſo ouch umgekehrt, daß, wenn y cine - 
: Funktion von x ift, die verſchwindet, wenn man x zo fett, 
alsdann auch ſeyn wird 
/ 
^ 3 ` sen 


x 
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xdy xxddy — xsd3y x4dAy 
MO uten ba Siu .3.4dx4 € CS? 


und es tft diefes daher eine ollgemeine Gleichung aller derer 
Fuuftiosen, die, wenn x So gefegt wird, felbft verſchwin⸗ 
den. Es ift alfo dieſe Gleichung fo beſchaffen, daß ihr alle⸗ 
mal ein Genuͤge geſchieht, man mag für y eine Funktion von 
x ſetzen, was fuͤr eine man will, wenn dieſelbe nur für a o 
ebenfalls verſchwindet Iſt aber y eine ſolche Funktion von 


x, die für x — o den Werth A erhält, fo ift 


xdy x2ddy 3d | X4dáy: 
1dx '1.2dx2 1.2.3dx3 1.23. 4dx4 


S des 


und in dieſer Gleichung find alle Funktionen von x enthal⸗ 
ten, die, wenn man x — o feft, in A uͤbergehen. 
I 


H 


3. $9. 7 
Wenn man 2x ober x t x für x bu , fo bekommt jede 
Funktion y von x folgenden Werth: 
xdy x2ddy diy ' xAdáy. 
IT dx : 1.2dx2 T 1.2,3üx3 3dx3 ^ 4.2.3.4dx4 
und ſetzt man nx, oder x ＋ n Dx für x, 0 iſt der Werth 
der Funktion y folgender: 
(n— ı)xdy | (n-—1)2xxddy COMO : 
Wi dO mer. "opa a. 
Wenn aber überhaupt t für x geſetzt wird, fo verwandelt 
ſich jede Funktion y von x, weil alsdann t £2 x Tt x 


wird, in folgende Form: 


(t—x)dy: (t—xJ2ddy (t —x)3d3y 
Id x I.2dx2 - I.2.3dx3 


Wenn alfo. » eine ſolche Funktion von t ift, als y von‘ x, fo 


——Óp 4 


* dft, weil alsdenn „aus y entſpringt, wenn man t für x ſetzt, 


va 


b . * H á v^ 
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ay (e-s)2ddy „ (t—03d3y 
` ven h LL TTT 

I dx 1.2dx? 1.2.3dx3 
unb von der Wahrheit dieſer Behauptung kann man ſich 
s jedes SBepfpiel überzeugen. 


He 


Exempel 


Wenn nemlich y e xx x iſt, fo iſt TA daß 
durch die Subſtitution von t für. XR, tt — t wird. Eben 
das lehrt aber auch die gefundene Formel. Denn da 


j SE ddy 
yzaz—x ift, fo wird a 2x — X, und UR 


Folglich i 

„xx X( ax -t) 7 e ee — 

xx — x atx - — t 1 x T tt at xx — tt—t, 
Wenn affo y eine ſolche Funktion von x ift, bie, wenn man 
x — a fett, in A übergeht, lo ift, weil alsdann t Da, und 
A wird, : 

. dy (ax) a ddy (29032 

rer Inda Loy jdx3 Ta 

und dieſer Gleichung thun daher elle Funktionen von x ein 
Genuͤge, die, wenn man x —a ſetzt, in 3 


Li 


Vier⸗ 


e | E PN 


prr Pens Va Bo didi Y 


Viertes Gapitel. - 


Von der Verwandlung ber Funktionen in Reihen. 
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Es i ik ſchon in dem vorhergehenden Capitel der Ruten zum 
Theil gezeigt worden, den die daſelbſt fuͤr die Differenzen 
gefundenen allgemeinen Ausdruͤcke in der Erfindung der Reis 
hen haben, die den Werth einer jeden Funktion von x aus⸗ 
drucken. Iſt nemlich y eine gegebene Funktion von x, fo iſt 
der Werth, den fie bey x — o erhält, bekannt; und fegt man 
denſelben — A, fo ift, wie wir geſehen haben, 
xdy , x2d2y x2d2y df x4d4y 
1 dx D I.2dx? I. 2 3dr 1. 4 c. . 
Auf dieſe Art erhaͤlt man nicht bloß meiſtentheils eine unend⸗ 
liche Reihe, deren Summe einer beſtaͤndigen Größe & gleich 
iſt, wenn ſich ſchon in den einzelen Zliedern derſelben eine 
veränderliche Große x befindet: ſondern man kann auch die ^ 
Funktion) ſelbſt durch eine Reihe ausdrucken. Es ift nemlich 
xd xa ddy x3d3 Ad 
ip e 2dx2 t 1:5. ET 2.3.4d x4 
wovon bereits einige eeng angefüfet worden ſind. 


aj 5 71. 

Um aber dieſer Unterſuchung einen weitern Umfang zu 
geben, wollen wir annehmen, daß die Funktion y in z übers 
gehe, wenn man dee x T.» für x fest, fo daß affo z 

eben 


ei ^ QU - Pr ch "u-- 7 a 
*; 
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eben eine folche Funktion von x " „ als y von x fep. Fur 
dieſen Fall haben wir gezeigt (Cap. 3. F. 48.) daß. - 
ady s2ddx w3d3y w4d4y 
* d . dez 1.2. 3 dx 12.34 da 
iſt. Da man alſo alle Glieder dieſer Reihe durch eine fort⸗ 
geſetzte Differenziation von y, indem man dx als beftändig 
betrachtet, finden, und zugleich den Werth von z durch die 
Subſtitution von x Fa» für x wirklich darſtellen kann: fo 
erhält man auf dieſe Art jederzeit eine Reihe, die dem Wer⸗ 
the von 2 gleich ift, und welche, menn eine ſehr kleine 
Größe ift, ſehr ſtark convergirt, und in einer eben nicht gro⸗ 
ßen Anzahl von Gliedern den Werth von z raͤherungsweiſe 
giebt. Hieraus fällt der greße Nutzen dieſer Formel ei dem 
Appropimationsgeſchaͤfte in die Augen. f 


F. Sé 
um bey der Erklärung des außerordentlichen Nutzens 
dieſer Formel nach der Ordnung zu verfahren, wollen wir 
zuboͤrderſt in die Stelle von y algebraifche Funktionen von x 
ſetzen. Zuerſt fep alfo y == xn, wo denn, wenn man x t» ^ 
fär x fegt, 2 — (x fn wird. Da nun bey dieſer Vor⸗ 
ausſetzung 


nx; ! 


— 2 n(n A 
—- zz n(n—ri)(n-2)xn-3; $i 


Sar. = n(n—1)(n—2)(n— 32x74; 


c. ` i 
wird: fo erhaͤlt man, wenn man dieſe Werthe ſubſtituirt, 
i Lei, 
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n(n — 1) 


n ] 
(K F n xn T XU } xn-292 + 
1 


n(n—1)n—2) 
` rer 3 
welches die bekannte Wewtonianiſche Formel iſt, um das 
Binomium (x T a)? in eine Reihe zu verwandeln. Die Anz 
zahl der Glieder dieſer Reihe iſt allemal eine endliche Zahl, 
wenn n eine ganze poſitive Zahl ift. 


xu 3% 3 P i, 


A 73. 

Hieraus koͤnnen wir auch eine Progreſſion finden, die 
den Werth der Poteſtaͤt eines Binomiums auf die Art aus⸗ 
druckt, daß die Reihe abbricht, wenn der Exponent der Po⸗ 
teſtaͤt eine ganze negative Zahl ift. Denn > man 


. c Ges fo wird 2 (x ben 2 TA unb folglich 
x38 0, DE A n(n- Den BA =») m 
Gray Qxtu) 1.2(xdu)2 12. 36h) 


T ie. 
Dlvidirt man nun allenthalben durch x2, fo wird 
nx^"u , n(n— I) x nuz 
1K f u) 1.2.3(xTuj3 - 
n(n—1)(n—2)x-"?u3 
16 
1. 2. 3 (& fu? D 
Setzt man hierauf — n = m, fo wird 


: m ss ai manu , m(m f ru. 
(x Tu)m m xm A IIS ETT e 


m (mm) Ru 

1.2, 3 T. u)3 
und dieſe Reihe beſteht allemal, wenn m eine ganze nega⸗ 
tive Zahl ift, aus einer endlichen Anzah: von Gliedern. Es 
ift alfo dieſe Reihe der voshin gefundenen gleich, wenn man 
Eulers Diff. Rechn. 2. Th. 1. Abth. & u und 


(xt u) vn = AH — 


np 
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u und m für e und n ſetzt. Es folgt nemlich daraus 
- m&m-Iu . mem — I) xm Da Au: 
m = SH ———— — ni 
m (m — 1)(m — 2) x"-3u3 SC, 


4.3.3 


H. 74. 

Eben dieſe Reihe kann auch aus dem im Anfange des 
zoften $. ſtehenden Ausdrucks hergeleitet werden. Denn da, 
wenn y für x So in A übergeht, 

xdy xxddy ` Ray _x4day 


"rtg f adı2 1.2.3dx3 I 1.2.3.4dx4 "enis 


ift: fo fege man y — (x x ahn, wodurch A = a^ wird. 
Da nun 


2 = ais * ag)n-1; TI nn - Ta) ua; 
d , \ 
EE n -h xc iſt: fo wird 


Gt air TG a)n-1 1 Ds Dan, 


i Diwidirt man nunmehr durch aux Fa)", fo findet man 
na-"x n(ön - anxaz 
EE . 2c 
‚ und fegt man hier u, x und — m für x, a und n, fe entfteht 
daraus die vorhin gefundene Reihe. 


(x T a) n 2 gn — — MX. 


$ 75. 

Wenn man fuͤr m gebrochene Zahlen ſetzt, ſo laufen 
beyde Reihen ohne Ende fort. Wenn abet u in Verglei⸗ 
chung mit x eine ſehr kleine Groͤße ift, fo nähern ſich dieſel⸗ 
ben dem wahren Werthe in einem hohen Grade. Es ſey 

alſo 
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alſo m = " und x z— a', fo iſt aus der zuerſt gefundenen 
Reihe 
LÀ 


(tu) ar UL MM: ER) ua) u3 


ya" ».2v»: PT U». ms. ER tam 
.) > 
Dagegen giebt die zuletzt gefundene Reihe 
D = 


art) sca ipo D BE PU ene 
Aa ru) „ ru) KC ein? 


To 
Aber bicfe letztere Reihe convergirt viel ftärfer als die vor⸗ 
hergehende, indem ihre Glieder felöft dann abnehmen, wenn 
u a“ ift, in welchem Falle die vorhergehende Reihe di⸗ 
vergirt. 


Iſt alfo = 1; unb » 2, f iſt : 
BEE 1.302 1.3. Jus 
V(az ru) r EE METCCIDL 
Ter.) 


Auf eine ähnliche Art findet man, wenn man für » nad und 
Ka die Zahlen 3; 4, 5, de. ſetzt, und a 1 bleiben läßt, 


a Ma I 4 uz i Za TRA 
YGrtomaG d Lisci ger seos 135. 9 N 
Tic) 

3 Me sere proe LUNA 
Ya fu) zz a(1 Prid E S(a4tu)? ^ 4.8.12(23 Zait 
ToO) 

ft. 6u2 E 1.6.11u3 
Vastu) EECHER Cer? 
E mU UIS E Ofk T Sacs tu)? 
T) T 


$2 9.76. 
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$. 76. 

Nach dieſen Formeln läßt fib jegliche Wurzel aus jeder 
gegebenen Zahl auf eine leichte Art finden, “ft nemlich eine 
Zahl c gegeben, fo ſuche man die ihr am naͤchſten kommende 
Poteſtaͤt, es mag dieſelbe kleiner oder großer ſeyn. Im fete 
ten Falle nimmt man u negativ, im erſten hingegen poſitiv. 
Scheint dabey die ſich ergebende Reihe nicht genug zu con⸗ 
vergiren, ſo multiplicire man die Zahl c durch eine pote; 
ftät, fr nemlich, wenn die „te Wurzel geſucht werden ſoll, 
und ſuche die Wurzel der Zahl frc, welche, durch k dividiert, 


die geſuchte Wurzel geben wird. Je groͤßer aber f genom⸗ 
men wird, deſto ſtaͤrker convergirt die Reihe, und das um 


ſo mehr, wenn ſich eine ähnliche Poteſtaͤt av nicht fef von fre 
unterſcheidet. 


Erſtes Exempel. 
Die Guadrat⸗ Wurzel aus der Zahl 2 zu finden. 


Wenn man ohne weitere Vorbereitung a — r, und 
u l ſetzt, fe ks: 

T 
Dieſe Reihe See: zwar febr Bart, indeß ift es doch 
beſſer die Zahl 2 zuvor durch ein anderes Quadrat z. B. 25 
zu multipliciren, wobey das Produkt 5o einem andern Qua⸗ 
drate 40 febr nahe komme. Man ſuche demnach die Qua: 
Orat: Wurzel aus 5o, welche mit 5 dividirt, /' giebt. Es 
ift aber alsdenn a — 7, u ei = 


1.3.5 : 
N — IL 6.03 


ER & 24 m 

. 3 
n 10 1186 f 785.250 f 188.256.308 P5 
und 
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und hiernach ift in Deeimal⸗Bruͤchen fer te zu rechnen. 
Es iſt nemlich 


E E ———" 

7. 186 = 140000000000. 

7. 188 · 288 = 2100000000 

d. Vorherg. in 425 = 35000000. 

b. Vorherg. in 288 =. 612500 

d. Vorherg. in 555 = 11025. 
d. Vorherg. in 88 = 202 

3 


Folglich T2 = 1,4142135623730 
Zweytes Exempel. 
Die Cubik⸗ Wurzel aus der Zahl 3 zu finden; 
Man multiplicire die Zahl 3 durch den Cubus 8, und 
23 die Cubik⸗ Wurzel aus der Zahl 24, wo denn Y 242 


27 3 iſt. Man ſetze alfo a = 3 und u =-. Alsdann it 


L3 , L4.3** 9 1:47.35 
Ya qu LE 3.6. 24 35.9.4. 19 


3.24 
unb 
S ls iai PE NS 1.4. , 1.4.7 
a rU pedi — peg 
oder 


3 
V = A bh f . er Hir.) 


Dieſe Reihe convergirt ſchon ſtark, indem jedes folgende 
Glied mehr als achtmal kleiner als das vorhergehende iſt. 
Wenn man aber die 3 durch den Cubus 729 multipliciet, fo 


Së man 2187, und dann wird gé 2187 = $ (13 3—10) 
= Déi Da nih a — 13 und u zz — 10 ift fo wird 


5 
F 3 VE 


$6 Zweyter Theil. Viertes Capitel. 


3 1. 10 1.4. 102 1.47103 
S A. i 
N 3% 25873 6.21872 3.6.9.21873 n») 


und in dieſer Reihe ift jedes folgende Glied mehr als 2comal 
kleiner als das vorhergehende. , 
$ 77. | 

Die Entwickelung der Poteftäten des Binomiums ift 
von einem ſo weiten Umfange, daß man darnach alle alge⸗ 
braiſche Funktionen behandeln kann. Soll z. B. der Werth 
folgender Funktion Va T 2b. rex) durch eine Reihe 
ausgedruckt werden, ſo kann ſolches nach den vorhergehen⸗ 
den Formeln geſchehen, wenn man zwey Glieder als eins 
betrachtet. Hiernächſt kann aber auch dieſe Entwickelung 
vermittelſt des zuerſt gegebenen Ausdrucks vorgenommen 
werden. Denn ſetzt man Ya T abx T cxx) c y, fo wird, 
wenn mam x — o nimmt, y — va, und alfo auch A— Va, 
Da nun die Differenzialien von y auf die Art fid verhal⸗ 
ten, daß 


BE a — PROS 
dx "i Y(af2bxTexx) - A 
ddy - ac — bb 


dx2 (a t 2 bx T ex ) 
* 30bb — ac) (b f cx) 
dx? (a +abxpexx2 
day E? 3(bb — ac)(ac -— 5bb — Shex = 4ccxx) 
peer. (a + 2bx T 
ift: fo wird 


Y satabxtexx) — Dies (bb—ac)xx 


i: Viarzbstexs) - 20 T 2bx + cxx) E 
(bb—acYbtexix.. (bb--agYsbb—sct8Sbextacexex 

a(aabxtex ` g f abs tem? 
— Km Ya 


Wenn 
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Wenn man alfo allenthalben durch Ya T abx T cxx) mule 
tiplicirt, ſo wird dieſe Reihe rational, und 
(bb-ach xx 8 
2(aT2bxfoxx » 
(bb—ac (b*éx!x3 been sbb—actgbext MAIER 
zıar2bx rexx)> 8.af2bx}cxx)3 
` — ic. ober F 
E — bx (bb ac) xx 
Vi a pub Ya. 2(af2bxTcxxjV à Ae 
(bb — ac) (b N 
a(afabxfcexx)?va . e 


$ 78 

Nun wollen wir zu den tranſcendenten Funktionen fort⸗ 
gehen, und fie für y ſetzen. Es fep alſo zuvoͤrderſt y — 1x, 
wo denn, wenn man x} e für x fegt, 2 = 1 T e) wird. 
Zugleich zeige 1 jeden Logarithmen an, beffen Verhaͤltniß zu 
den hyperboliſchen n: r ift, fo daß für bie hyperboliſchen Los 
garithmen n— r, unb fuͤr die gemeinen n —0,4342944819032 
ſey. Alsdann find die Differenzialien von y ez Is 


Y «agabkens) =atabrtor (bier) 


dy n, ddy n. diy 2n, " 
de xd 7 = as xs)" 


und daraus erhält man 


no? , Dai ne^ 
1 E] — —— — — U. 
( T = Ix 1 5 ee 8 5 + | 
Auf ähnliche Art Ms wenn man negativ feft, : 
no nez nei nai ` 
lx—o) = ]x — — — — — — —— 2 1. 


x 2x2 3x3 4x4 


wird 


* ＋ a ai 
SC " PIG 


SA $. 79. 
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$ 79. 
Wenn man in ber zuerft gefundenen Reihe 
> Be, BE RS not 
* f l xe Ez ee 


: xx ux 
A Ei — febt =— und 
u Kt j u—x' 


10 He lu Äere? I. to, 


U—X. 2(u—x)2 
desgleichen 
nx nxx 
ae rius 


und, wenn man x negatio Le. 


3 4 
Xu 1x). u E ES e 


ru. 


uf iu: 13607005 Fat — 


Vermittelſt dieſer Reihen laffen ſich die Logarithmen ſehr 
ſchnell finden, wenn die Reihen ſtark convergiren. Das 
thun aber folgende Reihen, die aus den vorhergehenden 
leicht abgeleitet werden. 


1 
„„ T pt p 


Tf. 


b leutz T Er T oS: t T: Tox 


Da dieſe beyden Reihen bloß in Anſehung der Zeichen von 
einander verſchieden find, jo dient, wenn man darnach rech⸗ 
net, einerley Arbeit dazu, daß man aus dem bekannten Lo⸗ 
garühmen der Zahl x die Logarithmen der Zahlen x T 1 und 
x — I findet, Außerdem hat man aus zé Mes Reihen 
I 
3x3 Fo em t d Tx 
1 x 1 ed ceu 
A* — ` Te Te Des 
1 o 


D 


Xx MADE t 


l. man CL 


rn 
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3 Le 
1. neris ia 35 ren: AGO SEET rcr 
rc) 
9. 52. 


Aus dem gegebenen Logarithmen einer Zahl x laſſen 
fid alfo die Logarithmen der angrenzenden Zahlen x f ı 
und x — leicht finden; ja man kenn auch aus bem Loga⸗ 
sithmen der Zahl x — I den Logarithmen der Zahl, die um 
2 größer ift, und umgekehrt ableiten. Ob dies gleich in der 
Einleitung weitlaͤuftig genug gezeigt worden iſt, ſo wollen 
wir doch hier einige Beyſpiele hinzufügen. 


Erſtes Exempel. 


Aus dem gegebenen hyperboliſchen Logarithmen der 
Zahl ro, welcher = 2,3025850929940 iſt, die hyperboli⸗ 
ſchen Logsrithmen der Sablen 11 und 9 zu finden, 


Da dieſe Aufgabe hyperboliſche Logarithmen betrifft, o. 
ift n — 1, und wir haben daher KS Reihen: 
1 T 1 
us Hoh > eer torus ^ 7263 TIT -— remi 
f ic. 
I ix bx ER 
10 2.102 3. 103 7 $104 5.10* 
— ꝛc. 
Um die Summen dieſer Reihen zu finden, addire man die 


geraden und ungeraden Glieder beſonders. Dann findet 
man 


84 25 
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e 


H 
e == 0,0000000000000 | — 2 0,095000000C000 
10 : 2.192 
D d ' . ` 
— DT — — I 50OOC 
37153 03333333333 414. 0 


== 0,0000020000009 


1 8 TP == 0,0000091666666 


1 

—x6,0000000I 2 CEN EN S oo 

2p 142057 | — = 0, 5 
I * 

— 0,0060000001 I 1 T ge ——0,00000CCCCO10CO 


9.10? 

e 0,0000000000009 — 0666ocoooocot 

11.10" 12.10'*' 

Sume S, 00338347730 Sufte == 0,0050251679267 

Die Summe von beyden iſt 0,1053605 186577 

Die Differenz hingegen 0,053101798043 
Nun iſt 110 = 2,3025850929940 


Alſo wird 111 = 2,3978952727983 

unb 19. D 2972248772363 
Hieraus fließt ferner 13 = 1. 0986122886681 
und 199 = 4,5951198501346 


Zweytes Exempel. 

Aus dem hyperboliſchen Logarithmen der Jahl 99, 
der ſo eben gefunden worden iſt, den Logarithmen der 
Jahl 101 zu finden, 3 

Man gebrauche dazu die ER See RE 


Ite nt i px: 1 — I ec = lu. 
Da nun in dem cen Falle x = 100 ift: ag wd 

109 1 85 T cer T —— - 1557 T. 1099 5 
Die Summe dieſer vier Glieder ift = 0,0200006667066, 
und dieſe Zahl zu dem Logarithmen von 99 geſetzt, giebt 
1101 4.615120 168412. Drit⸗ 


D 
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Drittes Exempel. 
Aus dem tabellariſchen Logarithmen der Zahl 10, wel⸗ 
cher Si iſt, die Logarithmen der dahlen 11 und 9 zu finden. 


Da wir hier gemeine tabellariſche Logarithmen ſuchen, 
ſo iſt u gero Setzt man aljo x 10, fo ift. 


8 1 n D n i 
b — — — — . 
5 dio $T m 2.102 3.103 4.104 . 
: n n n 
19 = 110 — —— — — BERN 
10 2.102 3.103 4. 104 


Nun addire wan die geraden und . Glieder beſon⸗ 
ders. Dann wird 


n n 
— = 0,002171472 
10 == 0,0434294481903 3.193 0,0021714724095 


= =0,0001447648273 =0,0000108573620 


3:103 


$.10* 


n 
BE == 0,0000000062042 


io 
n 


9.10 
n 

21,10" 

Curie 


— 2 = 5889 | 


5 ==0,0000000000482 


;, == 0,0000050900005 


== 0,9435750878593 


4.104 
g c ,ooooooo723824 
6. 106 x 723824 


— — 0,0000000005423 
8.108 oi 


18 — 0,0002000000043 


n 
aD ` 7 = 0,090002C000000 
12.10 


2 S 
Sume 2-0,0021824027c10. 


Das Aggregat von beyden iſt. .. c,0457574995603 


Die Differenz hingegen 
Nun iſt 
Folglich 
und 
Hieraus aber fliegt ferner 
und 


. . 0041392685 1583 
lio == 1,0000000c00000 
111 = 1,04 13926851883 
19 == 0,9542425094396 
12 m3 0471212547198 
199 = 1,9956251945979 

Vier⸗ 
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Viertes Exempel. 


Aus dem jetzt gefundenen ta bellariſchen Exuhetbinm 
der Zahl og den badelariſchen 1 von IOI zu 
finden. 

Gebraucht man hier eben die Reihe, deren wir uns bey 
"m vorhergehenden 3 bedienten, ſo dr man 

I 
1101 — 199 T an 2 B age? RU Ti) 
Setzt man nun fuͤr n de pu Werth, fo findet man 
febr bald die Summe dieſer Reihe = 0,0086861791849 2 
und addirt man dieſelbe zu 199 == 1,9956351945979 
ſo findet man lior = 2,043 213637929 


A gr. 

Nun wollen wir y in unferm allgemeinen Ausdrucke 
einen Exponential⸗Werth beylegen, und y — ax ſetzen, wo⸗ 
durch denn, bey der Subſtitution von x Fo [üt x, z=axt® 
wird. Da nun in dieſem Falle 


dy „ EE . 
ar la; SS n as TERGUM ꝛc. 


iſt, ſo wird 
i scd ala‘, »2(la)2 „ e3(1a)* 
. 1 t 1.2 t 122.3 t 
und bipibirt man diefe Gleichung durch as, fo findet man die 
Reihe für die Gyponentialz Größe, die wir ſchon in der Ein⸗ 
leitung $6, 1. Cap. 7. . 125 kennen gelernt haben, nemlich 
—.— «la er 23(13)3 , «4(1a)4 
= ERE Ze 1.2.3 1.2.3.4 Tac 
Auf eine buie Art Ki man, wenn man » negatio 
d nimmt, : 
ala »2(a)2 ` 3(13)3 24004 
ale — — ——— 1 —— — ic 
1 4,2 1.2.3 1.2.3.4 
Ver⸗ 
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Verbindet man nun beyde Reihen mit einander, ſo erhaͤlt 
man 1 


a" f Aa „(la) 2 e4(la)4 460d) | 
2 1.2 1.2.3.4. 1.2. 3.4.5.6 

ar fa la »3(12)3 e$ (Ia)? 

— Di — — — — — 2c. 
2 1 t 1.2 t 1.2.3. 4.5 d 


Hierbey iſt zu merken, daß la den hyperboliſchen Logarith⸗ 
men der Zahl a bedeute. 


A 82. : 

Vermittelſt dieſer Formel kann man zu jedem gegebenen 
Logarithmen die zugehörige Zahl finden. Es fep nemlich ir 
gend ein Logarithme aus einem Syſteme gegeben, worin 
la zt if. Man ſuche in eben dieſem Syſteme ben Loga⸗ 
rithmen x, der u am naͤchſten kommt, und nehme ux t e, 
Da nun die Zahl, welche zu dem Logarithmen x gehort, 
my Sas iſt, fo wird die Zahl, die zu dem Logarithmen 

ü z xt » gehoͤrt, = a es z, und folglich 
ela 92 (la) 2 w3(la)3 24 (la) 
a ER F2 
Diefe Reihe wird, ba » eine ſehr kleine Zahl ift, ſehr ſtark 
converg ren, und wir wollen den Gebrauch derselben an einem 

Beyſpiele zeigen. 


T6 


Exempel. 
Man fol die Zahl finden, wage folgender Poteſtar 
der 2,222 * gleich ift, 
Da 224 = 16777216 ift, fo i 2224 = 216777216 
und folglich 12224 — 1677721612. Nimmt man nun die 
gemeinen Logarithmen, ſo iſt 


la z c,3016299956639819521373689. 
unb 


94 Zweyter Theil. Viertes Capitel. 


und der Logarithme der geſuchten Zahl 
5050445, 259733675932039063 
Die Characteriſtik dieſes Logarithmen zeigt an, daß die gez 
ſuchte Zahl aus 5050446 Zifern beſtehe, und ta dieſe nicht 
insgeſammt gefunden werden koͤnnen, ſo iſt es genug die 
Anfangs Zifern, die aus der Mantiſſe, 25973 3575932039063 
S u gefunden werden muͤſſen, anzugeben. Nun findet man 
aus den Tafeln für die Zahl, deren Lvogarithme dieſem Loga⸗ 
rithmen am naͤchſten kommt, 18. 101 = 1,818. Setzt man 
alſo dieſe Zahl = y, fo hat man 
* == 0,259593878885948644, und alſo 
„ 0,00012979704609041o. Da nun 
a To ift, fo ift * 
Ia es 2,3025850929940156840179914 , und 
„la = 0,00032189459437298. Ferner ift 
y == 1,81800c000c00000000 ` ` 
wla 


CAY CO 585204372569020 


2(la)2 : E 
— ` 94187062c64 
23(2)3 , 
"wn 10106109 
w4(l2)4 cr 
1234 a 

RETTET” 25 ` Eed 
1818585208569737997 


Dieſes find die Anfangs» Zifern der geſuchten Zahl, und 
unter ihnen ift höchſtens die letzte der Wahrheit nicht ganz 
angemeſſen. 


§. 83. 
Wir wenden uns zu ben tranfeendenten Großen, die 


vom Kreiſe abhangen, und hier ſey, ſo wie immer der Halb⸗ 
meſſer 
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meſſer des Kreiſes — 1, und y bedeute einen Bogen, deffen 
Sinus — xift, oder es fep y = A ſin. x. Setzt man nun 
x T „ fuͤr x, fo wird 2 — Afin (x Fo). Um den Werth 
davon auszudrucken, ſuche man die Differenzialien von y: 


dy dir. cd 
dy VJ == 
447 * 


— 


dro a (1 — xx)? 
d3y f pod 
dei 


01 — xx)2 
day 9x TÓ6x3 
dx4 (t — xx 2 


d'r 2 Lare T 2x. 
du (1 — TU XU 

döy 225 + 600x3 T Toox* 
dió. Es ——— 2 


(a sn xx) 2 
5 SE 
Hieraus ergiebt fid „ sede e 
à 2 
Min tan zc ec Alke 
` — xx): 20 0 gt xd 


P „4 gir ef(9t 72x2 :24 X9). 
24(1— xx)? rett — Xxx) 


er 


S. 84. 

Wenn alfo der Bogen bekannt "n beſen Sinus =x 
if, fo kann man vermittelt dieſer Formel den Bogen finden, 
zu dem der Sinus x t « gehort, wenn » eine ſehr kleine 
Groͤße iſt. Die Summe der Reihe, welche man hinzu addi⸗ 
ren muß / wird zwar in Theilen des Halbmeſſers ausgedruckt, 
indeß läßt fie fich leicht auf einen Bogen reduciren, wie fol⸗ 


endes E empel wird. 
9 rempel zeigen wir Eren⸗ 
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Exempel. 


Man ſoll den Kreisbogen finden, deſſen Sinus 
e$ — 03333333333 
nrc 
Man ſuche aus ben Sinus⸗Tafeln den Bogen, deſ⸗ 
Ten Sinus zunaͤchſt kleiner als X ift, und dies ift der Bogen 
von 199, 281, deſſen Sinus = 0,3332584 ift. Man ſetze 
alſo 199, 287, = A fin. x = y, fo wird x — 0,3332584, 
„ 0,0000749, und V (1 — X) tof. y = 0,9428356. 
Es ift alfo der geſuchte Bogen 2, deſſen Sinus — 3 geges 
ben iſt, 
„ ſin. y 
col. 2,cofy3 
Denn diefer Ausdruck iſt ſchon Hinlänglic Es it aber, um 
mit den Logarithmen zu rechnen, 
| le 8,8744818 
lcofy = 9/9744359 


H » : a 
55 = 5,9000459; ey == 0,0000794482 


= 199, 281 f 


TM Ass es 1,8000918 


in 
. = 9888355 


cof.y 
1,3484370 3 


12 == 0,3010300 


eaa, = 104740705 E — ójoocococótt 
"Summe = 0,0000794423 
und dieſes iſt der Werth des Bogens, der zu 199, 25 abbírt 
werden muß. um denſelben in Secunden auszudrucken, 


nehme man ſeinen Logarithmen, nemlich 
5,9000518 
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One 
und ziehe davon ab 46888749 
ſo bleibt 1,2144709 = 11638615 


Dieſe Zahl zeigt die Secunden an; druckt man aber den 

Bruch in Tertien und Quarten u. ſ. f. aus, ſo wird der ge⸗ 

ſuchre Bogen , 
Sa 199, 25%, 1617, 23111, jorv, gv, 24vi, 


9. 85 ö 
Auf aͤhnliche Art laßt fi ein t Ausdruck fuͤr die 
Coſinus Dn: ea man nemlich y Em A cof. x, fo bleibt, 


ba dy — Ska die vorhergehende Reihe bis auf 


7 (1 
die Zeichen „ und es (jt babct 

E eg, er RT er 

Acoſ. ( | SE ` Be (1—-x) — 6x) 

.. 9A(Ox*Óx3) af 9472x2 +24x4) 

240 xx) 120(1 — xx) 

Diefe Reihe convergirt eben fo wie die vorhergehende alle⸗ 

zeit ſehr ſtark, wenn man aus den Sinus: Tafeln den naͤch⸗ 

ſten sext nimmt, fo daß meiſtentheils das erſte Glied 


Led 16 


en ee inreichk Wenn indeß x der Einheit oder dem 


Sinus en ſich ſehr nähert, fo hört die Reihe, wegen ber, 


Kleinheit ihrer Renner, auf, zu convergiren, und in dieſem 


Falle bedient man ſich, da die Differenzen ſehr klein n 


Pa der gewöhnlichen Interpolation. 


F. 86. 
un bedeute y einen Bogen, deſſen Tangente gegeben ift 
oder es ſey y c Atang, x, und 2 = Atáng. (x TY; folglich 
Eulers Diff. Rechn. 2. Ch. 1. Abih. © - Ze 
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od ady -e2d d y e3d3y 
dx " 2dx2 6dx3 

Um dieſe Glieder zu finden, ſuche man die . 

von y, nemlich 


S 


dy) „aus 
dx IT xx 
ddy TR 2K 


dxa (ı Txx,2 

dir | —at6xx 

dx3 vem (LT xx)3 

d4y 24x — 24x3 

di (ITT 

dry 24 — 210x2 + 120x4 

d? ^. (i Txx,$ 

doy uge 220% ＋ 2400x3 — 720xf 

deg (IT xx)6 

Nachdem man diefe Differenzialien gefunden, fo ift 
Atang(x T = Atangx t 


e ux 3 D — 
st. con * ee 


— Xl ———— d 3 
tan t5 Er ;G *3 Tx) ic. 
$. 87. 


Es kann aber dieſe Reihe, deren Fortſchreitungs Gett 
nicht leicht zu erkennen iſt, in eine andere verwandelt wer⸗ 
den, wobey dieſes Geſetz ſogleich in die Augen faͤllt. Man 
FE, 3 bem Ende Atang x = 900 — u, fe daß x — cot u 


H 


I 
= ni fep: fo wird 1 ** scu unb folglich 2 E 


—du 
= T. — fin.u2, Da ferner dx = ee bder du 
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= dx ſin. ua if, ſo hen man bey fortgejegter 
Differenziation - N 


LL = adufin.ucof.uzdufin.2uzs—dxfin.u2 ſin. au 
MES E Se 
folglich ES T fin. ua. fin. au. 
d3y \ 
— — EES — Aͥuſin. u. coſ. u. ſin. au du. ſin. ua. coſ.auʒ 
2 dx 
— du e: u. fin zu — dx ſin us fin. zu, 
folglich = + ſin us. Dn, zu. 
1.2 ce 
m. TE zdufin ua (coſ. u. fin. Zu Tun. u caf. zu)= 
1.2 : 3 dx3 X e H: H D D — 
du ſin ua. SC qu = — dx finu4., fin qu, 
folglich — — SCH 22 — fin. ua, fin. qu. 
d*y 


1.2.3.4dx4 S dufinu3(eofu. fin . 4u-t ſin. u. cof. qu) z— 


— mea se fin succ dxſin us. fin. gu 


folglich 


zz Dnng, Dn, Su. 


1.2.3.4 i: ij 
2c. 
Hieraus aber kann man folgern 


: 2 

A-tg Gr.) Gig x A in. u. in. u — — fin. us. ſin. au 
3 4 D 

T = fin.u?.(in.20— imas in. au ſ Paack ſin. u 


0 
mg 0. us ,fin.6u T x. 


wo, ba A tg x cs y und Dese iſt, n 
ſeyn wird. 


* 


G 2 $. 88. 
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$. 89. 
Wenn A cot x c3 y und Acot(x t») — geſetzt wird, 


ſo iſt 


ES e2ddy »3d3y Ad ay 


dx 1.2088 I. a. 3dx 3 EE e 


Da abet 47 — — zd fo ſtimmen die Glieder dieſer 


Reihe mit den Go SE bis auf die Zeichen zuſam⸗ 
men. Setzt man daher wie vorhin A tang x = 909 — u, 
oder Acot x Su, fo daß u c y ift, fo wird 

A cot(xtw) = A cot x— Tn. u. ſin. u T — lin us. fin. an 


— T fin.u ai E Bav AS zd .u$.fin.su 
R26. ved 
Dieſer Ausdruck folgt unmittelbar aus bem vorhergehenden. 
Denn da Acot (x Fa) — 909 — Atang (x 1») und A cot. x 
== 900 — Atang. x iſt, fo ift A cot. (x 1 &) Acot. x 
— RR T.) 1 Atang. 5 8 
FS. 89. 

Aus dieſen Ausdrücken laſſen De viele febr ſchöne gol: 
gerungen herleiten, wenn man für x und e gegebene Werthe 
ſetzt. Es fep guobrberft x= Da u — 900 Atangx 
ift, fo wird alsdann u = 9c9; ſin u D 1; ſin, zu — 0; 
An. zu 1; ſin. au 220; ſin. spe 1; Dn. Eu — o; 
ſin. zu — — 15 1c, und folglich 


e 
CCCP 
welcbes die bekannte Reihe für den Bogen ift, deſſen Tan 
gente S ijt. Ferner fep xc— wo denn A ang. x — 459, 


und alfo u c 459, unb finu = ; Dn, au i; Dn, zu 


T 
Ya 


= 
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=; ſin du e dud ues 
==; Dn. An o; fin. 5u £5 — — ; .6 — I$ 
T 4u ; fin.5 "E Fui in.6u 2: — I5 
fin, zu = — 2 fin. 8u S o; fin.9u & 7; x. wird. 
Hieraus erhält man 


A eg 2 ite e$ wë 
tang (1 T &) —45 3:2 24 T Me 
AER Së «10 Aree gii „13 ½— 
1e 16" 9.32 10.32 11.64 13. 128 f 12d 
„ 


Nun ſey „= — z, fo wird m T 2) zo, und 459 
2 , und folglich 


4 \ 
D: I I $ er 2 „E 
4 1.1 2.2 3.22, 5.23 6.23 ELIT 9.25. 
1 I 
F 


10. 257 11. 26 
Setzt man dieſen Werth anftatt des Bogens von 459 in jea 
nen Ausdruck, fo bekommt man A tang ( ＋ &) =. 
ett — Su Er eg — fru. 
iub" ala 3.2? 3123 6.23 7.24 i 


Es ijt aber jene Reihe ſehr bequem, um den Werth von E 


naͤherungsweiſe zu finden. 
$ 90. 4. 
Da 
* 1 H f: CUR — 6 I 
E Ll 3.22 5.23 623 Tas d 


ift, bie Glieder aber, in deren Nennern die Zahlen 2, 6, 10, 

I 1 1 1 
2.2 8.25 K 8.7 7 14.27 
6 3 Toe 


1c, vorkommen, nemlich 
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e., den Bogen E A tg ausdrucken: fo it 
1 r 


run, 5 zx == A 
I 
E Sch i 


Nun erhält man aus der zweyten fem, foenn mart 
darin „negativ nimmt, 


: I I 11 LU I 
tra 342^ 523 623 72% 
T + 
A tg.(1—4)— 8 Ze Gm à d 
12 22 322 Ze = 6,23 7.2% 
4 d — U, 
und fest man EE PI T fo wird 
1 1 I' 1 
1.2 222 tis jas f 5.23 6.23 7.24 
Atgi= Tx 
LU. ee sd eios tg 
1,22) m Nanda G e 
— 2c. 


Nimmt man hier die durch 2, 6, ro, ꝛc. getheilten Glieder 
beſonders, ſo wird 


Atg d 7 Fragen 27 D t E 
x xc 
14 123 fl Se t i 
unb folglich E 
Am Es it EE 
Ai 122 N dae xc 


V. der Verwandlung der Funktionen in Reihen. 103 


Setzt man aber dieſen Werth in die obige Reihe, und druckt 
man dabey rd Are, 4 durch eine Reihe aus, fo erhaͤlt man 


1 1 1 
: Fs sn qai f aet 
I I I 
Ei——— Ti — T — — —— — N60. 


127 2. 3.25 3.28 . 7,2" . 9:214 
SS Ims SP 1 1 3 
E * 124 D 3.210 5. EE 7.2” T 9.2.8 Í ue 


§. 9o, b. 
Dieſe und viele andere Reihen erhält man, wenn man 
x I ſetzt. Nimmt man aber x V3, fo daß Atang. x 
SE ; Y^ 
= 609 wird: fo ift uc 309, ſin. u z 4; fin. 2u — =; 


fin. zu I; l. au e H3; Dn, Su =; ſin. 6u =o; 
ſin. u — ; ı und folglich 
: See e 
Ang (Y 36) 6o T 7793 '323 4427 
9 M" 
2 w7 28y3 EE N e -—— + 
526 728. 82° 929 10. 2 112 


Und fegt man x — 2 fo daß Are, x = 30° ift, fo wird 


u= 609; fin.u =; ban Dr fin, zu S; fin.4u 


: e KS v 
zu fin.su e — 3; fin, Gu So; fin, u =; 


i5, unb folglich 


xri 392V3 ,3?94/3 — 
Nez t)= goo f ds 5 t —— Se 
3305 
5.26 


G 4 Iſt 
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St alfo » = — Fg, fo wird, wel 300 = zb 
87 Tas "433 425 gast A 4g is * 
$ 9r. 


Nun wollen wir den F. 87. gefundenen allgemeinen 
Ausdruck 
Atang. & f ai — Atang.x 


2 3 
T HT ſin. u re Zinn ‚fin.2u T ja u3,(in.3u 


" — 16 
wieder zur Sand nehmen, und „ - ſetzen, ſo daß 


A tang. (f) — o wird. Dadurch erhält man 


Atang. x S * 

X * 2 x3 

I lin. u. fin.u f 2. ſin. us. In. au * nu 3. ſin. zu I ꝛc. 
Da aber A tang. x = goo — uz I — u, fo ift x S cota, 

cof. ; 

— und folgli 
e Dn. u T d s 
= up; coſ.n. ſin. u Lcofus. lin. au qcoſ. u 3, ſin. 3u F. 


k coſ. us. ſin. av T x. 
Dieſe »uife ift um fo merkwuͤrdiger, ba der Werth derſel⸗ 
ben, man mag für u einen Vogen annehmen, was file einen 


man will, immer unverändert = bleibt. Setzt man hinges 


gen «.zz-— ax, ſo wird, weil A E r A tang. x ift 
' 2 A tang. x = 


2X. 8 x3 
bës in. u Lus fin ua. ſin, au t "ien „En. zu pic 
. 


a Da 
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f e coſ. u. t 
qa nun Atang.x — — — UA zx=—— "us P wird 
2 


fin, 
* r u Zei, Dn TI. — = cofu2, boat 3 — = cof 23. 
fin. zu a ꝛc. 
a Bg I EN V 1 
Es za a fifi eof = 7; Dee e - 
I : —I 
fin, au I; Dn, zu Frans ifi uim So; ſin. Su Kat 
` — 1 
lin. Gu zz — 1; fin.zu —— T ; ſin. gu 2 0; fin.gu SCH 
und folglich f 5 
bt tit 
Ob nun dieſes gleich eine Maias ipe e 8 TM 
fie doch wegen ihrer Einfachheit bemerkt zu werden. 
9. 92. , 
Setzt man in dem gefundenen allgemeinen Ausdrucke 


1 S NR 


coſ. u " 
———— il x = —— it: ſo wird 
ſin. u. ooſ. u weil ſin. u td 


I H * 
Atang. (X T0 = Atang, — — = — Atang. ——— — 
| S Fi ale di IA sod 


T Atang,x, 
Hierdurch erhaͤlt man alſo folgenden Ausdruck: 
T fin.u ſin. au ſin. zu ſin. au sn. gu 
2 mr Lenin" 2 coſ. ua 3. Coin? 4cofut. 5. cof.uf 
7%, 


und dieſe Reihe giebt, wenn man darin u = 459 fept, eben 
die Reihe, die wir zuletzt eee e Setzt man aber 


„ VM, fo wied, weil iab fia — 15 und 


G 5 Atang, 
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Atang.(x — VCI TY) = — Atang.(V (1 TX) — x) — 
— ÉAtang. i 1 — Atang. x) = — zu, und 


Atan * — TT M 
g u 


€: finbet man 
= = Zu T ſin. u + SES, zu t ifinju + 4 ſin. au "a 
und differenziſrt man dieſe Gleichung, ſo bekommt man : 
cd coſ u f cof.2u } cof3u f cof qu + cof. zu ic. 


eine Reihe, deren Beſchaffenheit aus ber Natur der wieder⸗ 
Wé ee Reihen erkannt wird. 


§. 93. 


Auf sie ähnliche Art laſſen fi auch durch die Diffe⸗ 
renziation der uͤbrigen vorhin gefundenen Reihen neue ſum⸗ 
mirbare Reihen ST, Zuvoͤrderſt folgt aus ber Reihe 


^ UE ai ws ep 
Atang. (1 f=) = SCH ess? i 5.87 6.8 ꝛc. 
: diefe: 
Y "PE „ „% et. af af 8 
2 2 2 mue, EDU POS ri ZER 8 


welche ſic aus der Entwickelung des Bruchs : 


Eer ergiebt. Hiernächft folgt aus der Reihe 


i cut cofu. fin.u f Zcof.u2 ‚[in.2u  1cof.u3 . ſin. zu 


' cof. u4.(in.4u 'F 3€. 
durch die Differenziation 
o I coſ. aurcoſ. u. coſ.z3ufcoſ. ua. coſ. qu coſ. uã. coſ zu 


T 
Endlich 
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Endlich giebt die Reihe 


* ſin. u ſin. au ſin. zu ſin. au 


2 cou T 2cofus 3 coſ. us * 4 cof.u4 in. 
auf eben bem Wege 
191 cofu coſ ou , cof.3u , cof. u 
" T coſ. ux t cof us ' cof.u4 T cofu$ t coſ.us Tä, 
oder 
cof.u cof.2u , coſ. zu, cof.4u 
häi uc cof.u t 8 cof.u3 t cofua ! " 
$. 94 


Es ift aber der $. 87. gefundene Ausdruck? 
Atang. tel = 


H: 
v 


3 
Atg.x 1 ln u. ſin. u lau. an. au  — ſin us. (in, zu 


— X. 

wenn x — cot,u, oder u = Acot. x — 909 — Atangıx ift, 
ſehr nuͤtzlich, um zu einer jeden gegebenen Tangente den zus 
gehoͤrigen Bogen oder Winkel zu finden. Denn iſt die Tan⸗ 
gente St gegeben, und hat man aus den Tafeln, die ihr 
am naͤchſten kommende Tangente — x gefunden, die zu 
dem Bogen y gehört, fo ift u = 900 — y. Setzt man 
alſo zé » — t, ober « — t — x, fo iſt der geſuchte Bogen 


E 0 2 
2971 T — lin us. ſin. au T 1€. 


Dieſe Regel iſt dann vorzüglich nuͤtzlich, wenn die Tangente 
ſehr groß iſt, und folglich der geſuchte Bogen nicht viel von 
900 unterſchieden ift, weil in dieſen Fällen die gewohnliche 
Interpolations⸗Methode wegen des großen Zuwachſes, den 
die Tangenten bekommen, zu ſehr von der Wahrheit ab⸗ 
führt, Wir wollen daher dieſe Regel durch ein Exempel 
erlaͤutern. 

Exem⸗ 
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Exempel. 
Den Bogen zu finden, deſſen Tangente — 100 ift 
wenn der Radius = 1 geſetzt wird. 
Der Bogen, der dem geſuchten am naͤchſten kommt, iſt 
$99, 25%, und feine Tangente iſt & == —98,217945 
Zieht man ſie ab von t 105, . 


fo bleibt “== — 1,782057 
Da ferner y = 89, 251 ift, fo ift u Se, 351; 2u— 1% 10%; 
zu = 15, 451; ꝛc. Um nun die einzelnen Glieder vermittelſt 
der Logarithmen zu finden, fo addire man 
, zu le — 0,2509215 
Ifın.u = $8,0077867 
Iſin. u £3 8,0077367; dadurch wird 


[ ———— 
le. fin: u. = 6,2664949. 


Zieht man hievon ab 4.685349, fo findet man 
1,5809200, und es ift folglich 


v. ſin. u. fin. u 38,9956 Secunden. 


Berner addite man 
zu 1 ſin. us = 6,2664949 
la = 0,2509215 
lün.2u = 8,3037941 | 


4,8262105, Hehe 
hievon ab ka z2,0,3010300, D wird 


N 


n mr 4,5251805. 


Zieht man hievon ab 4,6885749, fo blelbt 
— 


907.8396056, und es ijt folglich 
3 ſin. u2, in. 2u = 0,69 120 Setunden. 


Nun 
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Nun addire man 
zu 103 = 0,7527645 
Iſin us == 4,023360t 
Uin.3u = 9,4848479 


| | 3,2609725, ziehe 
hievon ab 13 = 94771213, fo wied 


13556. us. fin. zu = 2,7838512. 
Zieht man hievon ab 4,6855749, fo bleibt 


8,0982763, und es ift folglich 
3 3ſin. us. ſin. zu = 0,01254 Secunden. 


Endlich addire man 
ö zu 1% c r,0036860 - 
Lin, u4 ez 2,0311468 
lfin,4u c 8,609734t 


1,6445660, ziehe 
hievon ab 14 == 0,6020600, fo wird 


14% fin. uA. ſin. au = 1,0425069. 
Zieht man hievon ab 4.685874, fo bleibt 


6,3569320, und es iſt folglich 
1 ſin. ud. bn, u  0,00023 Secunden. 
|] 


Es find alſo 
die poſitiven Glieder die negativen Glieder 


38,9956 b 

0,01254 9,099993 

38,1120 0,69143 
ſubtr. 0.69143 ` 


7,42067 3)u, 251, X41", 247, Dër, 


Es 
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Es enthält alfo der Bogen, deſſen Tangente hundertmal fo 
groß ift als der Radius, = 2 

890, 25%, zu, ain, 14!*, 24v, 3617 
und dabey kann der Fehler ſich nicht bis auf bie Quarten, 
ſondern bloß auf die Quinten erſtrecken, ſo daß derſelbe ge⸗ 
wiß 890, at, zyn, 28, r41v enthält, \ Wird eine größere 
Tangente gegeben, fo laßt ſich der Bogen, wenn gleich 
größer wird, dennoch leicht finden, weil der Winkel u dabey 
kleiner wird. 


$ 95. 
Go mie wir bisher fuͤr y einen Kreisbogen jit haben, 
. fo wollen wir nun dafür die reciproken Funktionen anneh⸗ 
men, dergleichen Dn x, coſ. x, tang x, cot x, c. find. Es 
ſey alſo y = Dn x. Setzt man dabey x T » für x, fo wird 
2 D Dn. (x Fo), und die Gleichung 
d 2dd 3d3 4d4 

SE dE A 


sem Y 2dx2 6dx3 Ll meis 


; d dd ; d3 
Veit ba = cof.xj T c fax; 4272 es coſ. x; 


dc. dft 
ſin. (x el se un co — E»*lin.x — Zu3cofx f 


2294 ſin. x T :. 
und wenn man e negativ nimmt, 
fin.(x ) = fin x — »cof.x — 302{inx T Ie3cofx f 
24 „4 ſin x — 1. 


Setzt man hingegen y = cof.x, fo wird, sa? — nxj 


dd d4 dä 
d = vs d = fin. 3j 4 cof x; c. ift, 


cof (x' t &) coſ. x — sfin.x — &e2cof x + Is3ünx 
. ga«*cof x — X. 
unb 
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und wenn man e negatio nimmt, 
coſ. (x - = coſ.x I efn.x — áe2cofx — g ſin. x f 
26 9% coſ. x T i6 


$. 96. 
Der Nutzen, den dieſe Formeln bey Verfertigung und 
Interpolirung der Tafeln der Sinus und der Coſinus leiſten, 
iſt außerordentlich groß. Denn kennt man den Sinus und 
Coſinus irgend eines Bogens x, fo kann man daraus mit 
leichter Mühe die Sinus und Coſinus der Winkel x  » unb 
x — o finden, wenn a klein genug ift, denn in dieſem Falle 
convergiren die gefundenen Reihen ſtark. Man muß aber 
dabey » in Theilen des Halbmeſſers ausdrucken, wozu man 
die nöthigen Einheiten aus der Diviſion der Zahl 
, 3,14159265358979323846 
welche ben Bogen von 1809 ausdruckt, durch 180, und des 
hierdurch gefundenen Quotienten durch 60 u. f. f. findet, 
Hierdurch erhält man A 
19 = 0,017453292519943295769 
1! .——.0,000290888208665721596 
1* zz 0,0000048481 36811095359 
Dé 


Erſtes Exempel. 


Die Sinus und Coſinus der Winkel von 459, 1*, und 
449, 59: aus dem Sinus und Coſinus des Winkels von 
45 zu finden, die beyde 


I 
et een 0,7071067811865 fino, 


Da 
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Da alſo 


ſin. x == cof. x = 0,70710678t1865, und 
; aw == 0,0002908882086, ift, 


fo ſuche man, um (id die Muftiplicationen zu erleichtern, 


2% == 0,0005817764173 
Se tz::0,0008726646259 
4* — 0,0011635528346 
5% = 0,9014544410432 
6» == 0,0017453292519 
79 = 0,002036217.4605 
8% = 0,0023271056692 
9» = 0,0026179938779 


Hiernach findet man ein. x und »cof.x auf folgende Art! 


Geen HM O00 O M NE ON 
La 


'. 0,06020362174605 
. 6,00000263621746 
S N 2908882 


` à 174532 


! 20362 
i i 2372 
$c ep 2 . 29 
D » à 2 
à D D — 


D * H 0 


v» fin. x = »col.x = 0,00020568902490; 
folglich 2 = coſ. x == 0,00010284451245: 


Run 


1 
^M 


Li L4 
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Nun wulle man d 
buds. 1. 0,00006002908882 


5 s 3 
RER A 58178 
o ? 23271 
4 S 1164 
16 


5 SH $ D 14 
‚fo wird ##2cof.x — 0,000000029g162%, 


und Z02col.x = 0,00000.09997208; ferner 


durch a 9 . _0,00000000000262, 
Q2. ` . 26 
e. À : 2 


fo wird Z col. x = 0,0c0000c0000290 
Um alſo den Sinus von 459, 1! zu finden, addire man zu 
: fin. ses 0,7071067811865 ' 
wcof.x ca © 2056890249 
| 0,7073124702114 ` 
ſubtrah. Ze? Dn x = 299162 
; 0,7073124402952 
und zw. co. x = 20 
fo wird lin. 45*, 1* = o, 703124402923 = coſ. 440, 591. 
Um hingegen den col. 45?, 1? zu bekommen, ſubtrahite man 
von cof.x = 0,7071067811865 
wfin.x = 2056890249 
0,706901 0921616 
und Za 2cof.x = 299162 1 
| 0,7069010622454, und 
addire 3% ſin. x = 29 ü 
ſo findet man cf. 45 1i e3 0,7069010022483 = ſin. 445, 59% 
Eulers Diff. Rechn. 2. Ch. 1. Abth. $ Zwey⸗ 


\ 
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Zweytes Exempel. 


Aus dem gegebenen Sinus und Coſinus des Bogens 
von 679, got den Sinus und Coſinus der Bogen von 
679, 31! und 679, 291 zu finden. 

Wir wollen hier die Rechnung nur bis auf ſieben Deci⸗ 
mal⸗Theiler Stellen fortfuͤhren, als womit man ſich in den 
gemeinen Tafeln zu begnügen pflegt; unb fo koͤnnen wir uns 
dieſelbe durch die Logarithmen erleichtern. Da alfo 

x zz 67°, 30* und 
a = 0,000290858; fo íft 19 = 6,4637259 und 
f I ſin. x = 9,9656153; lcofx = 9 5328397 
le = 6,4637259; le — 6,4637259 
lefin.x = 6,4293412;  l&cof.x 6,0465656 
2% — 6,1626959; 143» — 6131626959 


u — M 


40 ſin. x = 2,5920371; lie?coíx = 2, 2002015 
: folglich 
« fin. x = 0,00026874; e cof, x = 0,00011232 
2 0ſin. x == 0,000000045 ##2cof.x = 0,00000001 
und hieraus wird b 
ſin. 670, 311 = 0,9239908; cof 679, 311 03924147 
Dn, 670, 201 = 0,9237681; coſ. 679,29! = 0,3829522 
und die Glieder Ze2ün,x und J coſ. x hätte man nicht 
einmal noͤthig gehabt. 


. 95. $97 
Aus den gefundenen Reihen: ? 
fin. (x &) ſn. x I R sn. x a Eben diti, + ꝛc. 
coſ. (x T a) ex eſn. A ex T io 3 fn. x Te 4cf ic. 
fin. (x —) —ín.x—»scf.x—1o21n x T MRA x—1c. 
col. (x.) m cx i eſn. xe in, eren det e T ic. 
folgt 
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folgt durch die Verbindung 
ſin. (* T %) 4 ſin. (x - — 
u RE — 
in. x20 ſin xi Aſin. x18 ſin xc. ſin x. cola 
und 
ſin. (x fs) — fin. - 
Br geg 
ecof.x g co x Th c 4$ cof. x — x. S cof x. ſin. a. 
Hieraus fließen die bereits (im erſten Theile im vierten Ca⸗ 
pitel 5. 201.) gefundenen Reihen. 
coſ e 1 — 4 T dat 7 715 5 Pi 
Dn a = — 3% T 11595 — san? d ic. 
und eben diefe Reihen erhält man, wenn man x — o (eie 
Denn da cof. x = 1 unb fin.x — o wird, fo giebt die erfte 
Reihe ben fin.» und die zweyte ben cof. a, 


f 


$. 98. 
Nun ftp y — tang x, unb alfo 2 — tang.(x*») Da 
ſin. x dy 11• „1 
= =; Z= ( 23.2 E Ze 
f coſx dx coſ. xa 2 dx⁊ cof, x3 
d3y ium günx2  .3 PY 
2dx3 coſ. xa ' cofx4 coſ. x4 coſ. xa 


där ans ^ fix 
dr cola sis 
dfy. Lg 15 " ES iR: 
Z. 4dr cf coíx4 cf 
ſo wird 
tang. & =) = , 
»2 ſin. x e? 4 fin, x 
cof. — * dcof.x3i coí.x4 beet? 
203 w4lın.x : > 


tang. x T 


— —— — N er 
3coí x? 3 col. xà 


H 2 und 
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und vermittelſt dieſer Formel laſſen ſich aus jeder gegebenen 
Tangente die Tangenten der naͤchſt groͤßern und kleinern 
Winkel finden. Vermittelſt der Anwendung des Lehrſatzes 
von der Erfindung der Summe einer geometriſchen Progreſ⸗ 
fion aber bekommt man hieraus, da die erſte Reihe eine geo⸗ 
metriſche enthaͤlt, 


: t: tang. x 2 afin. x 
tang. (T tang. x dec — 360 EN; — Së 2 16 
oder A 
ſin. x. coſ. x T o 2»3 ein. x 
tang.(x K ok: 3cofx? E 3cof.x3 ` 


und diefe Formel ift jum Gebrauche bequemer. 


$. 99. 
Aehntiche 9Iuébrücfe laſſen fi fir die Logarithmen der 
Sinus, Coſinus unb Tangenten finden. Denn ift y — dem 
Logarithmen des Sinus eines Winkels x, welches man auf 
dieſe Art ausdruckt, 
y =I ſin. x 
ee 
: = 2 dx fin.x x 
dd y — nn dy n coſ. x 
dx2 = fin.xa* dx3 me fin.x 3 
und folglich 


necoſ. x nz nos coſ. x 
am lin ce) S ld fn. aaa ` ëss 


1G. 


wo n die Zahl bedeutet, mit welcher die hyperboliſchen Lo⸗ 
garithmen multiplicirt werden muͤſſen, wenn man daraus 
die gegebenen Logarithmen bekommen will. Iſt hingegen 


y == ltang.x, und 2 = ltang.(x f) 


ſo 
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ſo wird 
dy . n an | ddy | —2ncofox» 
din bua.coba — HERR 2422 55 (fin. 2x)2: : 
und Een 
ne 2n»2cof,.2x 


1tang. t2) = Itang.xf ——— 5. 2x Tin. 22 e 


unb vermittelſt dieſer Formeln laſſen ſich die Logarithmen i 
der Sinus und Tangenten interpoliren. 
$. 100. 


Jetzt wollen wir ſetzen, y bedeute den Bogen, deſſen 
Sinus den Logarithmen x habe, alfo y — A. Iſin. x, und 
ses A I ſin. (x T) annehmen: fo ift x = 1fin. y, und 


dx ^ ncofy Sdy AY. 
dy ſim. y | o di cof.y y finer 
dir. dy dxſin y. u ddy . finy x 
dx " ncofy2  m2cofy3' und dx nz cof. 71 
folglich 
e fin. lin. | 
2 1.5 2 T toc 


n coſ.y 2n2cof y5 y? 
Auf ahnliche Art verfaͤhrt man, wenn der Logarithme des 
Coſinus gegeben iſt. Iſt hingegen 
y — A.ltang.x, und 2 = A.ltang.(x f ») 
fo wird, weil x = Itang.y ift 


e: ER D. we 2 finy.cofy ſin. 2 
dy ſin. y. cofy FA es 
Ge denn 
ddy __ 2dycof2y dx ſin. aycof.2y 
„ ann 
und 5 
ddy . fin.oy cof2y _ fin. Dee 47 fin ay. coſ ay = 
dx? ann ann’ dei 2n3 E 


93 folglich 
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folglich 
| ofın.2y , e?ün.zy.cof2y , 3 ſin ay. coſ ay 
2227 2 zun A 123 
iw. 
$. 101. 


Da der Gebrauch diefer Formeln bey Verfertigung d der 
Tafeln der Logarithmen der Sinus und der Tangenten aus 
dem Vorhergehenden abgenommen werden kann, ſo verweile 
ich dabey nicht, pe gehe zur Betrachtung des Falls 
fort, wo 
f y- eXfin.nx, und 2 = ext in. n (x t el 
ift. In biefem Falle hat man 


XY d eX(fin nx t ncof nx) 
dy 2 


d : : 
d == ex((t — nn) fin.nx  2ncof nx) 
x 


ed 
= ex((t zun) fin.nx I a(3 —nn)cof.nx) 
d4 


— zz ET 6nn Tn) fin.nx ICA - 4nn)cofax) 
x4 


e 
5 — ex((t—ronntsntfia.nx f n(5—100ntn')cof.nx). 
Subſtituirt man dieſe Werthe Vun dioidirt darauf durch ex, 


do wird 


nn 
e ſin. u (x o) z3 fin.nx t afia.nx T — ege nx 
d 2 
5 wat SÉ 
ne coſ.nx x ———cof.nx 
2 


„3 fin. nx Y & ſin. n x T 16 


Inn) (1 un Er) 
eg EH 
24 


4 See d . ꝛc. 
$. 102. 


n(3—nn) n(4—4nn) 
T 3 — 
h 5 coíax T 22 
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Aus der großen Menge der wichtigen Folgen, welche 
fic hieraus herleiten laffen, will ich bloß folgende herſetzen. 
Wenn x = o ift, fo ift 
e? fin, n = n» 


'ane2 2. — — ES eh tn*) ES 
* 


. 
Menn e — — x " fo wird, weil ſin. n (x T — » ift, 
s tang. nx => f 
ns x 1 vc n(4—4nn — gos 
6 24 5 
Eom 4 1 e _ un vi e m ECH 


Ueberhaupt aber 8 man, wenn n — r iſt, 
en. (xf fin. x( I-30 — 30405 + g ).) 
ect st T J -e - Tic * 
Wenn aber n = o wird, fo bekommt man, weil fin n(x t) 
* n (KT); fin nx — nx; und coſ. nx I wird, wenn 
man allenthalben durch n dividirt, 
e T Dx & T x f N N AN pic 
qot p TA fe, 
und die Beſchaffenheit dieſer Reihe fällt in die Augen. 


94 gout, 
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Von der Erfindung der Summen der Reihen aus 
dem allgemeinen Gliede. 


F. 103. 


s fe) y das allgemeine Glied elner Reihe, welches zu 
dem Anzeiger x gehöre, und alſo y irgend eine Funktion von 
x. Ferner fen Sy das ſummirende Glied dieſer Reihe, wel⸗ 
ches das Aggregat aller Glieder von dem erſten oder einem 
andern beftimmten Gliede an bis zu y, dieſes eingeſchloſſen, 

ausdrucke. Dabey wollen wir die Summen der Reihen 
dom erſten Gliede an rechnen, ſo daß, wenn * — r geſetzt 
wird, y das erſte Glied, und sy ebenfalls dieſes erſte Glied 
gebe; hingegen, wenn x — o angenommen wird, das fume 
mirende Glied 8y verſchwinde, weil gar keine Glieder ſum⸗ 
mirt werden. Bey dieſen Bedingungen iſt alſo das ſummi⸗ 
rende Glied Sy eine ſolche Funktion von x, bie verſchwindet, 
wen x Sc geſetzt wird. 


$ 104. 
Wenn das allgemeine Glied y aus sium Theilen be^ 
ſteht, und z. B. y pT Tr Tc. iſt: fo kann man die 
Reihe ſelbßt als ein Aggregat aus mehrern Reihen betrach⸗ 
ten, welche die allgemeinen Glieder p, q, r; ꝛc. haben. Sind 
daher die einzeln Summen dieſer Reihen bekannt, fo läßt 


ſich 
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ſich auch die Summe der gegebenen Reihe angeben, weil ſie 
ein Aggregat aus den Summen der einzelnen Reihen ift, 
Wenn alſo y'a p t qt rf ic. iſt, ſo iſt 8 = gp T 89 T Sr 
T ꝛc. Da wir nun oben (im erſten und zweyten Gapítel) 
die Summen der Reihen angegeben haben, deren allgemeine 
Glieder Poteſtaͤten von x mit poſitiven Exponenten find: fo 
laſſen ſich die ſummirenden Glieder aller Reihen finden, deren 
allgemeine Glieder unter die Form an“ T bab f cx" + ic. 
gehören, wenn , 8, v, 1c. ganze poſitive Zahlen bedeuten, 


oder deren allgemeine Glieder ganze tationpie 175 
von x (inb. 


DN (do TTE 
Es fey in einer Reihe, deren allgemeines zu dem Ans 
zeiger x gehoͤriges Glied = y. ift, das vor dieſem vorherge⸗ 
hende oder zu dem Anzeiger x — 1 gehoͤrige Glied —— v. 
Da in dieſem Falle ⸗ aus y entſpringt, wenn man x — 1 an⸗ 
ftatt x m. fo wird 43 
dd y a3 ay ace j 
4. 2dx 2 WT Gr E 1204 Ete. ie. 
Wenn alfo y das allgemeine Glied dieſer Reihe 
"T VF b 
atbtetdk.. .....Toty 
und das zu dem Anzeiger 0 gehörige Glied S A i(t: fo iſt v, 
als eine Funktion von EZ das allgemeine Sa Dieter Reihe: 
1 $53 Qd I ZEIT x 
Atatbretdt.......: » 
Wenn alfo S» die Summe Dieter Reihe bedeutet, fo ift S, — 
Sy — y A, und es verichtoindet‘Ss, wenn man x zx o ſetzt, 
weil alsdenn Sy = o unb y zz A wird. 


„yo 


5«* 


$5 F. lob. 
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S r ee eee. 


d x 2 dx2 6dx3 24dx4 
iſt: ſo hat man no bem Vorhergehenden 

84425. da y d4y 

8 AU 2g nz 
2 y dx D 1$ dE 6dx3 T eg: 

und, weil y^ z Sy - y A iſt, 

dy , d3y d4y 
dx gcn T E 6dx3 t rem 


ar Héi 


— Ne. 


Sind daher die ſummirenden Glieder der Reihen bekannt, 


ddy di. dir 
deren allgemeine Glieder — Ce Tcu Re 


, ꝛc. ſind: fo 


kann man daraus das ſummirende Glied der Reihe erhal⸗ 
ten, deren allgemeines Glied = 45 if. Die Große A aber 


muß ſo beſchaffen ſeyn, daß das ſummirende Glied = bets 
; * 


ſchwinde, wenn x o wird; und durch dieſe Bedingung 
wird dieſelbe weit leichter beſtimmt, als wenn man ſagte, 
fie ſey das zu o gehörige Glied in der Reihe, deren allge⸗ 


tenet Glied y ift. 


\ 


$. 107. 


D 


ten der natürlichen Zahlen. Denn es fen 


* xurl 
Da hier 
dy : 
vo^ = (n T 1) xu 


d dy n In 


= XU E 
i adı2 1.2 d 


Aus dieser Quelle ſchoͤpft man die Summe der Poteſtaͤ⸗ 


d3y 
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där -(nti)n(n— Dans 


6dii 144 ER i 
‚day zt TD Sues 
24dx4. L8: 34 


26, 
ift: fo bekommt man, wenn man dieſe Werthe ſubſtituirt, 


(ni) Sxn E Sci ME ea 
4 3 + 1 * a D 
und, wenn man auf benden Seiten Lid n'trbivibitt, ` 

^ Les — 


. 1 + Din. 8 n- vw er EH 
311 2 2.3 3. 
— c. 
— e (oder einer beſtaͤndigen Größe) 

und dieſe befrändige Größe muß fo angenommen werden, daß 
das ganze ſummirende Glied o werde, wenn x Do geſetzt 
wird. Vermittelſt dieſer Formel laßt fi aus den bekann⸗ 
ten Summen der niedrigern Poteſtaͤten, deren allgemeine 
Glieder x=, xn-2, ic. find, die Summe der hoͤhern Pote⸗ 
ſtaͤten finden, welche das allgemeine Glied xn unter ſich 
begreift. 


$ 108. : 

Wenn a ín dieſem Ausdrucke eine ganze poſitive Zahl 
dedeutet, ſo iſt die Anzahl der Glieder endlich; und daher 
ift ſogar die Summe unzähliger Poteſtaͤten, wenn n == o 
iſt, abſolut bekannt; es iſt nemlich 

Suxo mx 
Nun kann man aber auch zu den höhern Werthen, fortgehen. 


indem, wenn man 821 fcit 
i $,xX 
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ERT = $x? fd9xo = 3x2 + 3x witb 

und ſetzt man nach und nach n — 2, 3, 4, ic, fo bekommt 
man 

S.x2 = 4x3 [Sx — 45x0 = 1x3 TAN Ax 

$.x3 == #4 T 35x2 —Sx T 45x09 — 4x4 + 3x3 + jr? 

S. x4 == A b $9x3 — $9x2 Sx — Ro, oder 

$,x4 = 4x5 T dx4 p i3 — des, 
ꝛc. 

Die fofgciben Summen werden indeß durch die ferner zu 
erklaͤrenden Methoden leichter gefunden. 


$. 109. 
Da nach dem Vorhergehenden 
922 Gi pol së y 


dy 
iſt: fo wird, wenn man Z= zz ſetzt, 


— dz di be ddz 
dxà x2 7g dx3 m: J 
unb da dy — zdx ift, fo wird y eine Größe, die zdx zum 
Differenziale hat, unb dieſes zeigt man auf die Art an, daß man 
: y — fzdx 
ſchreibt. Nun fet zwar die Erfindung der Größe y aus 2 
nach dieſer Formel Integral-Rechnung voraus; aber wir 
koͤnnen uns gleichwohl dieſes Ausdrucks fzdx bedienen, 
wenn wir fuͤr 2 keine andere Funktionen von x ſetzen, als 
ſolche, die bey dem Differenziale zdx aus dem Vorherge⸗ 
henden dargeſtellt — koͤnnen. Alſo pus 


E 
S2 = fzdx T 4s — zc bg 239 = = Hz 


wenn man dazu eine "ée "i ſetzt, wobey, wenn 
x o wird, die Summe Sz ebenfalls verſchwindet. 


dc. 


$. 110. 
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$. 110. 
Subſtituirt man aber in dem obigen Ausdrucke anftatt 
y den Buchſtaben 2, oder differenziirt man, denn dieſes führt 
eben dahin, die vorhergehende BEN, fo wird 


dz 1 $2:ddz d4z 
— — — d$. — ec. 


und ſetzt man anſtatt y den Quotienten = fo befommt man 


d dz dz d3z d$2z 
1 $813 — 18372 St AS — D? 
Auf ähnliche Art findet man durch e Subſtitution ber Wer⸗ 

ddz, d3z. 
tbe ERC 3° i. 
d3z2 dd z .d4z dz do 2 
. „ 
tid an ian E 7 f 25 8 J Sr 
d4z d3z d6z d7z 
Base ari T£ Ss ys bh 7 T 24947 — M. 


und e fad ohne Ende. 


$. III. 


Wenn nun dieſe Werthe fuͤr ei e. 
nach und nach in den grec 


| 3 
52 = beds p ast ge t x 


-- IP SETA 
gebracht werden: fo findet man einen Ausdruck für Sz, wel⸗ 
dz : ddz d3z 32 
dx! 4721 dx3 
Debt, deren Coefficienten aber leichter auf folgendem Wege 
erhalten werden. Man ſetze 
= yddz., dd3z | sd4z 

82 = fzdx T 42 lo TA D un + 

SS A ^ und 


Ger aus den Gliedern f2dx; 23 it, bës 
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und ſubſtituire fuͤr dieſe Glieder die Werthe, welche ſie aus 
den vorhergehenden Reihen bekommen: ſo e man 


de 2 1 ade — m d3z , d4z 
fg Sx — E wn S— t 
* N 6 dx2 ` 24 dx3 120 dx4 x 
i ee 4 ddz . da: d 42 
„m E —8 — — SL K 
T inu 2 dx? T 6 dx3 = dx4 Ps 
dd B d da 
Bdz _ 2 S4 epe EN 
dx dx* 2 dx3 6 dx4 
yddz GE Y 94 
— gas 
dx? . 7 75 2 g^ Tre 
j 4 
M SH re. 
dx3 


und da dieſe Werthe, Wan addirt, Sz hervorbringen 
muͤſſen, fo werden die Coefficienten er 8, v, 9, ꝛc. aus fol⸗ 
genden Gleichungen beſtimmt. 

az 1 2 O 


2 


-F 


ez 

„old pls vis 
i 

Sl» e le ein air 

D 

A 

LJ 

H 

o 


» 
=> 


$. 112, 

Aus bieten Gleichungen laſſen fid alfo nach und nach 

die Werthe aller dieſer EE &, 8, 1, d ꝛc. finden. 
Sie ſind: 


* 


M 


fortlaufende Reihe, die nach den Poreftiten bon u fortgeht, 
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ez ë 
1% 6 
E 5 2 
1 
„ 0 
p e T E T 
2 6 1 24 120 720 
D 7 8 e 
' rd er o 


x. 
und fährt man auf diefe Art weiter fort, fo nimmt man 
wahr, daß immer abwechſelnd ein Glied verſchwindet. Der 
dritte, fünfte, ſiebente Buchſtabe, u. f. f., alfo überhaupt die 
durch die ungeraden Zahlen ihrer Ordnung nach beſtimmten, 
werden, die erſte ausgenommen, — o, fo daß daher dieſe 
Reihe wider das Geſetz der Continnitaͤt zu ſtreiten ſcheint. 
Um fo nöthiger ift ein ſtrenger Beweis der Behauptung, daß 
alle ungerade Glieder außer dem erſten verſchwinden. 


$. 113. 


Da die Buchſtaben e, g, v, 3, sc. aus den vorherge⸗ 
henden nach einem beſtaͤndigen Geſetze beſtimmt werden, fo 


bilden fie eine wiederkehrende Reihe. Um dieſelbe zu ent: ` 
wickeln, nehme man folgende Reihe an: 


ı Tau T Hua Txyñus I Jus suf T Qus,r ic. 
und fepe den Werth derſelben = V: fo ift offenbar, daß 


dieſe wiederkehrende Reihe aus der Entwickelung des Bruchs 


ſich ergiebt 
V 1 1 
1 kuf zus — zzus sieht — xc. 


und wenn dieſer Bruch auf andere Art in eine ohne Ende 


auf⸗ 


* 
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aufgelöſet werden kann, fo muß gleichwohl nothwendig im: 
mer eben dieſelbe Reihe 1 

ı Tu T Eu + yu3 T dus keng Fluss T x. 
wieder hervorgebracht werden. Auf dieſe Art wird ſich ein 
anderes Geſetz die Buchſtaben a, 6, v» 2, ꝛc. zu beſtimmen 
darbieten. N 


$. 114. 
; Da man, wenn e die Zahl bedeutet, deren hyperboliſche 
Logarithme = r iit, 
eu = I- u Zu — Sud fQu4 — suf qa 


hat, fo ift 


1 — ECH 
: ege. "2 =ı-—zuf Fux — zaus Tiisu4 — M. 
unb daher 
i 
VES 
Ix 


Nun bringe man aus jener Reihe zu = Zu weg, fo daß 

V — Zu I du? yu) f)u4T:uf Tus T X. 
werde, ſo hat man 

uia RS Zut ten) 


1—e" 


- 


Man multiplicite ferner den Zähler und Nenner durch e$ u, 


ſo wird 
u(etu T e-) 


, 2(e$9 — eu) 
und durch die Verwandlung der Großen edv unb eu in 
Reihen, f 


U— Zu = 


N E dic 
1 u 7.7 F 6 8 EIS4 10.12 ei 
j — 4 u? ^ us. 
2 FF 
a 3 174.6 2.4.6.8.10 t 


oder 
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oder 
uz us us us 
F 5 Tac 
v- = om 4.0.0 — 2.4 7 12 2, 1.51: 16. 
uz u^ us, u$ 
IT—T———t————t————tsx 


4.6 epo, 4.6.14 4.6 18 


j 


$. 115. 

Da affo in dieſem Bruche keine ungeraden Poteftäten 
vorkommen, ſo koͤnnen dergleichen auch nicht in dem Aus⸗ 
drucke ſeyn, den man daraus durch die Entwickelung erhaͤlt. 
Da alſo ! ` 

V— jut f Eu T us T 204 Tzu, T eus tre 

iſt: fo muͤſſen die Coefficienten der ungeraden Poteſtaͤten 
y, 1, 1, 4 ꝛc. insgeſammt verſchwinden. Auf dieſe Art iſt 
klar, warum in der Reihe ; 

^ rteudu2yni + Sud pius eus Tic 
die ungeraden Glieder insgefammt = o find, ohne daß ba: 
durch das Geſetz der Stetigkeit leide. Es iſt alfo 

VSI Tu + Bu2 r dus + eus r dus Turo Tac 
und hat man die Buchſtaben o 2, L, 8, & c; durch die Gut 
wickelung des obigen Bruchs beſtimmt, ſo bekommt man das 
ſummirende Glied Sz der Reihe, deren allgemeines zu dem 
Anzeiger x Se Glied 2 it, auf folgende Art aus⸗ 
gedruckt: 


8dz , $d3z sds 3472, 
282 zm fadxizp —— ar tur ium ohm Tat, 


$5 116. 


Da die Reihe N 
1 TEu· 224 I bag 8 dae ＋ 2c. 
aus der Entwickelung des folgenden Bruchs entſpringt: 
Eulers Diff. Rechn. 2. Th. 1. Abt. S ` LP 
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uz: u4 us 
1 T — — — 
2.4 t 2.416.5 T 2.4.6.8.10. 12 ul 
us u "ue 
14 — S Ce, e Deg? — EH J 
WË 3 4.6.8.10 t 4:5.8.10712.14 nos 
ſo werden die Buchſtaben 3, d, e, 9, „ ꝛc. nach dem Ge⸗ 
fete fortgehen, daß ; 


ed SI 
E ee EE 
FF 
2.4.6.8 4.6 4.6.8.0 
^y cime cde E ; 
243.4. 6.412 4.6 4.6.8.10 4.6. 14 
Vos Kee D B 1 
— — — —— w— — — e 
: 2.40 10 4.0 46.8.10 ar 14 4.6.18 


ac. 
(t. Es find aber "xk Werthe abwechſelnd poſitio und 


negativ. 


A 1:254: n * 
Wenn alſo dieſe Buchſtaben 3 negativ genem⸗ 


men werden, ſo ed 
* 3 $ 
92 = fzdx t: b — Le fL sam "ees as 2 
i d x dx3 7 deg dx7 


iſt: fo werden bie vitii 2, E, 5, 1c. aus folgendem 


Bruche beſtimmt: 
ug Lo quM 2$ ue us 


it 


1m Do 1 1 Seenen? d 
. RN 2.4.6.8 2.4.12 8 E 
u2 u^ us us 

— X. 


I— — — — —— — — 
4.6 : 4.6, . 10 4.6. 14 Lë 


wenn man denfelben in die Reihe j 
I T Su T Du guss T dus T xuXIO T x. 


aufloͤſet. Es ijt demnach 
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Sdn E 
Lou lus d aT 
s E). A3. 2— d ELE E et 
SE ere c aria 2.4.6.8 à 
L Ue 8 
* 5 4.6 4.6.8:19 4.6% 14 27. 12 
: «C de 


allein hier werden alle Glieder negativ. 


: & 118. 
Wir wollen alſo en i —Bj iie Cj. 
folglich 0d 275 dic at «1 Aing 


Ad: Bdsz "Cds pe 3 rn 
dx ME) A dat 2 éi tT 
fegen, und um bie Buchſtaben A, B, C, D, ꝛc. zu beſtimmen, 

hi Reihe betrachten: e ue 


1 2 


B y S t—— 


^us — bus us — Pas — puro 2. 


welche aus der Entwickelung des Bruchs isliinsweni dm 
2 us us . us 
«at Kee 15 2.4.6.8 est T 21416 
ur 1 u4 pt KS u$ 
7446 4:6. 918 2 6i A 


oder dieſe: 
1 
rh — Au — Eu cu e Da? — Änt mies, 


t N. 


4.6719 2 


welche aus der Zeie des genden tacit ent: 
ſpringt: dë 


12 us 
ID — — D gëeenegt Aë, A 
bs 2.4 > De4-0.B* - 0 SR 4 7 0 
Ka us suf ? 
u — — t T Em Bu E i 2c. 


4.6 4.6.8, 10 4.6.1. 6...14 
$a Da 
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Da aber 


uz u4 us 


sci duced 7.8.4 T 2.4.6.8 E o. 4. I2 ES 


ünb 
us 
ar ee 
4. ^ E eng Er Le 
ift, fo wird 
^ cof£u 


u 
fido E T — 2 


A cot. 
2 ſin. Z u zu 


* 
Wenn man daher die Cotangente des Bogens zu in eine 
Reihe verwandelt, deren Poteftäten nach den Poteftäten von 


u fortgehen, fo laſſen fid) daraus die Werthe der Buchſta⸗ 
ben A, B, C, D, E, xc. erkennen. 


$. 119. 
Da alfo s = &cot, Fu ift, fo hat man bns A.cot.2s 


und differenzürt man, ſo wird z au = e, oder 4 ds 


Uu 


- ds 
du T AsSsdu —o, oder 577 1 4ss Do. Da aber 


Ze 


88 : 
— — Au — Bus — Cu? — Du? — Eu? — c. 
u 


dt fo wird 


* 


EE 3.4Bu2 — 5.4Cu4 — 7.4Dus 
du uu 3 
— à. 
1 = 1 
4882 S A — $Bu? — 8Cu^4 — 8Dus — 2c. 
uu 


T 4A2u2 T 8ABu4 T 8ACu6 ic 
T 4BBue T x. 
* und 
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und bringt man die homogenen Glieder auf o, ſo bekommt 


man 


1 
A= — 
12 


B Sa — 


c 2M. 
7 
Aae TAB 
9 
2AD I 250 
EL: a 
.2AE T ZBD CC 
13 
2 AFT 2BET 20D 
. 
240 *2BF'F2CE DD 
Wii 7o ERE 
16 
und es fällt aus dieſen Formeln ſehr deutlich in die Augen, 


daß jeder dieſer Werthe pofitiv fep. 


H 


$. 120. : 

Da aber die Nenner diefer Brüche ſehr groß werden, i 

und die Rechnung nicht wenig erſchweren, fo wollen wir ſtatt 

der Buchſtaben A, B, C, D, xc. folgende Subſtitutionen 
brauchen: : : 


R ES 
145.3 
ß 
pc 
1.1 2 3 8 
Y 
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: D 
D'zm 
1. 2.339 
$ 
ER es 
TVT 
1C 
Alsdann findet man 
DES ub S 
ës Zei 
y c 2.346 as 
8.7 
9 2 2.4% T —8 
© 4+5 
\ 11 
10.9. 
2.40 . T p. e 
: LU ESI 
à 12.11.10 12.11.10.9.8 
E «e 24 b — 77 
: 125 H 17375 Lf Terran 
1 14.13.12 14.13. 12.1 U. 10 
= n mdr Re} 2.— 979 
1.2.3 PLN Es EE 
X. 
qua? n nt inne a ern 


Mit mehrer — ? aber bedient man T dieser 
ST S 


5351 I ` i 
nd 
Ki, 
LR WE s 
B ——.— 
3 2 
6 \ 8 
y = zz, 48 ar I 
3 
8.7.6 6 
Mig. QUEE a 
3 3.4.5 2 
| 10 10,0. - S 
3 35r HR 


Von der Erfindung der Summen der Reihen ꝛc. 155 


12 12511. 10 12. II. 10 9.8 vv, 
Sc — GB epe t erer: e Be 

3 1 3:4.5 t 3.4.5 06.7 2 
14 14.13.12 I4. 13. 12.11.10 

4 = —.4 Bi Pr any 
3 CETT 3:4-5 t EE TE E 
16 16.15.14 16.15.14. i3. 12 

9 2 mas ar — — di 
5 c t 3.4.5 «8€ t 2 4 5.6.7 i 

X 16. 15. 10 5 
i ! Et UR 
1C 


Hat man nun nad diefem Geſetze, bey welchem die Rech⸗ 
nung mit keiner Schwierigkeit verknuͤpft ift, die Werthe der 
Buchſtaben e, 8, v, 9, 1c. gefunden: fo läßt Dé das ſummi⸗ 
rende Glied jeder Reihe, deren allgemeines oder dem Anzei⸗ 
ger x zugehoͤriges Glied S ift, auf folgende Art aus⸗ 


drucken: AR 
e dz Bd3z yd’z 
a c ſedx uu ccu xp deret TT 
2 2 Phil 3dx 1.2.3.4 5dx3 T .dx$ 
2d7z e dës ET 


%2 sgh. t $2443» IIdxs T. ni Tre. 


Was aber die Buchſtaben «, 8, v, 2, 1C. WS fo bat 
man dafür folgende Werthe gefunden: 


I ki? 
a ze 1,25 Et e 
e 2525 bag vlt d A d 
Lees gp? Fa TUM 038 zd uini 
er 6 19 JL EN 3 Late, 
I iE E WE ia 
E s de LCE Käl, 
Uy uS 1.2.3.4. 59 es 
540. SS 
108 Sen 2 n 
1 — ei 1.2. 546. — 
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— 601 NT Lx. 
ee pe pete 1.2.3... 78224. 691 
OK 2 1.2.3... 82 220160. 35 
6: 
9 er 1.23... 99212096. 3617 
6 oe? 
We 2 1.2.3... 10. 64. 43867 
E — 1.2 dan 6 2 
par: zm 2.30% 77362880. 1222277 
1 
ar —.— | 1.2.3. ..123—79833600.854513 
PE me 12.3.1341 1404800. 1181820455 
e 6 2 ^ | m 
y zs d EE EE 
— 2 46102 
Ed us dm 939. 1.2.3...156=4389145600. 23749461029 
6158412 
e Se est, 1.2.3. 1684528742400. ERS 
0 . * e 1 
Ei 122, 


Diefe Zahlen gewähren durch die ganze Lehre von den 
Reihen hindurch den größten Rutzen. Denn einmal laſſen 
fid daraus die letzten Glieder in den Summen der geraden 
Poteftäten finden, wovon oben (im erſten Theile F. 63.) bes 
merkt worden ift, daß man fie nicht eben fo als die übrigen 
Glieder aus den Summen der vorhergehenden Poteſtäten 
erhalte. Denn bey den geraden Poteſtäten find die letzten 
Glieder der Summen, Produkte aus * und genitis Zahlen, 
nemlich für die ate, ate, 6te, St, ic. f 35, A, J, dc. mit 

h- 15 abwech⸗ 


Von der Erfindung der Summen ber Reihen ꝛc. 137 


abwechſelnden Zeichen. Es entſpringen aber dieſe Zahlen 
aus den Werthen der Buchſtaben , 8, y, 2, ꝛc. welche wir 
vorhin gefunden haben, wenn man dieſelben durch die unge⸗ 
raden Zahlen 3, 5, 7, rc. dividirt. Uebrig ens nennt man 
dieſelben nach dem Namen ihres Erfinders Jg cob Bernoulli 


die Bernouilliſchen Zahlen, und ſie ſind: s 

a I E 
K I us 
5 cem 30 kal V 
Esc ef 
7 42 
LA = 2 es 
9 39 ; 
D 5 3 

TÉ: SP 
8 "T 
33 eus 
1 7 
— Cum — = 6 
15 6 

ted 3617 
17 510 

A9 2798 e: 
= (^-^ 174618 See 283. 617 
24 7,2330; 0:01. 399 
3 854513 2 2 — 11.131 893 
3 e 
23030091 
25 2730 
2 
27 2 Ur D v 
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T: 2224941 9 9 agel 5 
" 39. as : 379. == y 2117 
meii (8615841276005 

es Aë peni mue ez P ! 

31 34322. . - 

ꝛc. s 


L. 12 3. 
D S ` 
Es laſſen ſich alſo die Bernoulliſchen Zahlen A, B, C, «t. 
unmittelbar aus folgenden Gleichungen finden: 
: ae un 


1 
S 13 ,.1% 
1.2 5 E? 
e 2 8 
152 7 
8. 7 8 8.7.6.5 1 
— Ae . Ba 
Ze 22 9 T 1.2.3944 9 
' 10.9 2 10.9487 2 
€ 1.2 ut 1.2374 A ee 
12. 11 12. 11. 10.9 2 
— . Ae — — 
8 13 = t 1.2.3.4 13 rex 
12 11-19. 9. 8.7 E 
i.2:.3.445 6 E 
e HD. 2 , 3 2 
G Cer S 7 . m t 


4 5 12-11. 10.9. 2. CD 
S £90? 1.2.3:.4+5,6 RÉI 

ꝛc. 

und das get biefer Gleichungen iſt offenbar, wenn man 
nur bemerkt, daß da, wo das Quadrat eines Buchſtabens 
vorkommt der Goeffícient nur halb fo groß fep, als er nach 
der Regel ſeyn zu müffen ſcheint. Eigentlich aber muß man 
die 


t e SEN, 


^ B DH 
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die Glieder, in welchen die Produkte aus ungleichen Buch⸗ 
ſtaben enthalten ſind, als goes vorkommend anſehen. 
Denn es iſt z. B. 


na zn MIR A. 109.875 Gc i 


1.8.3, 51. 1.2.3.4.5.6 
12; TE: 10. 7 5 12. 11. 10. 
ee ne e 
Kë e ECT 230 ks 
A 124. 


dinh finden (id die Zahlen «, 8, v, 2 ic. M in den 
Ausdrucken der Summen e Bruchreihen / Sede . 
anter lames Formel 


a K * . 


begriffen find, fo oft n eine ET? poſitive Zahl bedeutet. 
Wir haben die Summen dieſer Reihen in der Einleitung in 
die Analyſis des Unendlichen (im erſten Buche im zehnten 
Capitel) durch die Poteftäten der halben Peripherie *, wo⸗ 
bey der Halbmeſſer == geſetzt wurde, ausgedruckt, und ba 
ſelbſt trifft man die Zahlen , E, v, 9, ꝛc. in den Goeffictenten 
Dieter Poteſtaͤten. Damit aber dies nicht zufaͤlliger Weiſe 
ſtatt zu finden ſcheine, ſondern die Nothwendigkelt davon 
erhelle, wollen wir eben dieſe Summen auf einem beſondern 
Wege ſuchen, wo das Geſetz derſelben ſich deutlich wird wahr⸗ 
nehmen laſſen. Da wir oben (im zweyten Capitel 9. 33.) 
aus der Einleitung gehabt haben, , 


* m 1 1 1 v I 
Dcot.— I — remm 1 — —- 1 
n m n—m 1m. 2n—m '"2n'jm 
— *. x. 
3n—m 


fo ift, wenn man je zwey und zwey Glieder vereinigt, 


= 
n 
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2m 2m om 


m n2—m? 4n2—m2 nmz 
2m 


16ón2—mz A 


unb hieraus folgt 
I 17 1 


d 1 
n2—m2 2 T 9n2—m2 t 16n2— m2 


FA. es 


I * m 
— — — (Ot. — v. 4 
2m2 2mn "Se 


| Nun wollen wir n — x unb anftatt m den Buchftaben 
u ſetzen, fo daß 


e D 


I I 1 1 1 T 
— A — 1 — 1 — C. — —— cot. u 
Dai T med 2u2  2u 


werde. Loͤſet man diefe Brüche in Reihen auf, fo bekoͤmmt 
man Ww. 


esst S 1 u fue f us T: 
——zintn 76 ns 
Sg uA ES pa^ 
Wu ont f e . 
TA 
$. 125 
Setzt man daher 
t f r 
; tx tutu i*—b 
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I I I 
berg er nime ea ES 
Lara I 1 EN 
iT bae t 

Di dU ; 
tizn tnàtg feet 


. 3 
fo verwandelt ſich die obige Reihe in folgende: 


— — I 4 a 
arbu2 Ftu4 dus Feus fur oec. — cot. xu. 
2uu 2u 


Da nun $. 118. gefunden worden ift, daß bey den Buchftaben 
A, B, C, D, ꝛc., wenn man : 


I d 
s = — — Au Bus — Cu* — Du? — Eu9 — ic, 
ü | 
fest, s cot. gu wird: fo bekommt man, wenn man 
u anſtatt Zu, oder 2 u anſtatt u ſetzt, 
m. i LIS ` : 
Écotzuzc — — Aru — 23Br3u3 — 2 Crgus — 
au f 
27Dz7u7 — X. 
, 2i .n e 1 Ka 2 
und multiplicirt man durch : fo wird 


T1 LÀ AS EA ag 
cot. au = hn Ari 23Bs4u2 — 2$ C5 6u4 ac. 
2u 2uu - eh 


unb daraus folgt N er 
I 


cot. u T t 238 4u3 1 Segen t 
un zu 
27D $us H . 
Da wir nun e eben gefunden haben, baf 
1 

— — = 2 4 6 
dad eh cot. zu = d bu: T cu P dus pic 

ift, fo muß auch nothwendiger Weiſe ſeyn 

4 


= 
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r 24 
a 22.2Àz2. E 4 E AM T2 
17 23 r.a 
:238 53 
b 2 23334 2—Wͤ • ‚22:— . 24 c — — ET 
14253.4..55 152.3,4. 
; i 2$ 2$ 
GU DOPING LU TE, 
9.23.7 Vus, ub 
mec 278 27 
bz 27Dæ8 — — — . 28 = T$ 
Ch 4.3.3 · 9 1 2 % - 
29 E x 
€ Se *9kzIO — RI AED e. 299 1 10 
1.2.34. 118 1.2.10 
8 > oi të, 211 
D 21 1FTT2 zr KE SE SE EE 
1.2.3. 13. 1.2.4 
Moo 
^ Od "EG a 
H. dac. 


Auf dieſe leichte Art Gei ſich nicht nur alle m der 
reciproken Poteſtäten, welche der vorhergehende $. enthält, 
ſchnell ſummiren, ſondern es erhellet zugleich, wie ihre Sum⸗ 
men aus den Werthen der Buchſtaben 2, 8, v, 2, «, ıc. oder 
auch aus den Bernoulliſchen Zahlen A, B, C, D, ꝛc. gefun⸗ 
den werden. Da wir alfo im ı22ften $ funfzehn von dieſen 
Zahlen angegeben haben, ſo laſſen ſich daraus die Summen 
aller geraden Poteſtaͤten bis auf flgenbe: nb. zwar ſelbige 
mit rude erhalten: 

1 I 
ur I 
Es iſt nemlich die Summe dieſer ReigFhe 


29 : 
Ett. v Ap riet, DE gg 
1. 2. 3.3L T n CES 


Will man dieſe Summen weiter fortſetzen, ſo iſt ſolches pei 
die fernere Entwickelung der en. ^, B, „ 16, oder 
NA, B, E, dc, -— 

m 127. 


Von der Erfindung der Summen der Reihen sc. "s 
Gomera 
Die Srfindung der Zahlen e 8, v. d, ꝛc. jme is dar⸗ 
aus abgeleiteten A, B, C, D, «c» verdanken wir vorzuͤglich 
der Entwickelung der Cotangente irgend eines Winkels in : 
eine ohne Ende fortlaufende Reihe. Denn da 


à cot. u LE — Au — - Bud — € Cuf — Du? — Eu9 ag 
ift, fo wird 


Ruf Due f ont f Duo i ei he Kai 


Wenn man alfo anſtatt der Coefficienten A, ER D, 36, die 
Werthe derſelben ſubſtituirt, fo findet man IH 


* gu 4 yus dus d 
— d —, + —— Fit ES 
1 1.2.3 1.28 d cd: 152 9% 0 - 
e EE u * SG 
i— bor Fü, 
2 


und wenn man die Bernoulliſchen Zabten braucht 


fur,» Bus „ s $ "og 
A KEE 15. mm 


— 1 
End don" 1.2. 3. 3.4 kie Haie 
1 1 — Seot. u. 


Aus diesen Reihen laſen fide durch die Differempiation uns 
zaͤhlige andere herleiten, und fo. eirie Menge von Reihen 
regne in Loin jene metet Zahlen vorkommen. 


€ 


Hi 326. 


Wir wollen die erſte Gleichung nehmen und dieſelbe 
durch u multipliciren, fo daß 


eus or. oo Anf % 221 Kr uen 
142.3 1.2.5 1.2.2 1.21.9 

^ uu ) ze 

n — F bote ku — 


werde. 
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werde. Di fferenzürt man und dividirt darauf durch da fo 
bekommt me in 
aui gu ELE dus 
d l 780 7 st 1.2....8 Tim i u cot. in 


uu 


1 4(fin. £u)2 


un d, wenn man von neuem differenzüirt, 


Es 


e yus 
17. 2.3.4.5 
sust fu 
4 (lin. z u)s 


Fi. £3 cot. táu Tl—— 


asa zu) a = 


Wenn! man h ingegen die andere Gleichung differenzürt, fo 


ou 


Setzt man dal nr 


fin. Zu — 1 ijt, 


u Du? 
— 
1. 2 % 5 A Basis 


« T 


Sr Zcot. Zu T 


40m. 3 u)2 
7, ſo wird, weil cot. $a — o, und 


Bz4 vr Zeg 
"Tasks ioa MILAN 
Sei yz6 
52.374 1236 125 * 
Gs? r Za? 
1:2.3 re pc i 
oder 
Bri Dow c 


Toc 


1.2.3 12. 344.5 —.— 3.7 


und zieht man hiervon die erſte Gleichung ab, ſo bekommt 


4 re 
conem 
* ———— 
I 
e 
man 
(&—8 je? 
Ow* E — — 
1.2 3 


222 
1.2.3. 4· 5 


(y—3)a6 


1.243057 Ki 


Ferner 


t : E 
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Ls Ferner ift 
Asa 824 Dag Da 8 
= red Aen ol —f i Tac 
1,2. "4:273 ER ef bed 3.08 
LÀ YR Ar Ze? Ca SA Dæ 7 1 
4 1 15273 12.34.85 12237 
t oder mme 1 
2 : 4 Das 
m Vu Ben Ze E E for D 
A 1 1.8. 3 1.213.4.5 122430007 ; 
§. 129. 


Aus der Tafel der Werthe der Zahlen e A, v, 2, ꝛc. 


welche wir oben. $. 121. mitgetheilt haben, erhellet, daß dies ` 


ſelben im Anfange abnehmen, dann aber wieder wachſen, 
und zwar ohne Ende. Es wird alſo der Muͤhe werth ſeyn 
zu unterſuchen, in was für einem Verhaͤltniſſe beis Zahlen 
zu wachſen fortfahren, nachdem fie bereits eine febr betraͤcht⸗ 
liche Groͤße erreicht haben. Es fep alfo o irgend eine vom 
Anfange ſehr weit entfernte Zahl aus der Reihe , 8, v, d, ꝛc. 
und J die unmittelbar darauf folgende. Da durch dieſe 
Zahlen die Summen der reciproken Poteſtaͤten beſtimmt wer⸗ 
den, ſo fep an der Exponent der Poteſtaͤt, in deſſen Summe ſich o 
befindet, alfo an 2 der Exponent derjenigen Poteftät, wozu 
% gehört, und n ſchon eine Ix große Zahl. Dann hat man 
aus A. = 


x 22-9 
FFF 


1 Y 1 220% T 
11 222 t 5250 T nfs T em) 12.3, 2nT3) 
1 man án diefe Reihe durch jene, fo findet man 


mant2 


T "rm T setz an 43 (EI 
Ee Pet Y 


22n 


doter Diff Rechn. 2. Th. 1. Abth. K Da 
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d - a 


Da abet n eine febr große Zahl und beyde Reihen febr nahe 

set fino; fo wird | 
Y enk a)lan dt IE 

[^ et 472 -7T 

Nun zeigt n an, das wievielſte Glied die Zahl e von ber 
erſten e angerechnet (ep, unb es wird fib daher die Zahl o 
zu der folgenden verhalten wie 2 zu na, und dieſes Ver⸗ 
haͤltniß wuͤrde, wenn n eine unendlich große Zahl wäre, der 
Wahrheit vollkommen gemäß ſeyn. Da alſo = beynahe 
= 10 iſt, fo wird, wenn man n = 100 ſetzt, das hunderiſte 
Glied ohngefaͤhr rooomal kleiner als das folgende. Es bil⸗ 
den alfo die Zahlen e, 3, v, 2, ꝛc. fo wie auch die Bernoulli 
ſchen A, B, C, D, ꝛc. eine ſehr divergirende Reihe, die ſelbſt 
noch ftärfer anwaͤchſt als jede nn: Reihe, die wach⸗ 
ſend fortſchreitet. 


a $. 130. 
Hat man alſo die Werthe der Zahlen a, 8, , d, ꝛc. oder 
von A, B, C, D, xc. gefunden: fo läßt fib, wenn eine Reihe 
vorkommt, deren allgemeines Glied 2 eine Funktion ſeines 
Anzeigers x ift, das ſummirende Glied Sz auf folgende Art 
ausdrucken: 


VE dz I d3z 
ue uti Lk en ger 

I dz 1 I , d7z 

T 42 '1.2.3....6dx* 7.30 "1.2.3 ...8dk7 
2 492 65091 driz 

D 66 '1.2.3....10dx9 2730 'I.2.3....I2dx"* 
7 d 32 — 3617 , diSz 

t * 123. en 14.dx'3 510 1.2.33. .. 16dx'5 
43867 d 72 174611 ‚d19z 

1 703 E 8 5 


t 
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854513 daz 236364091 d23z 
T 138 1.2.3 zd 2730 1.2.3. 24dæ 
4 8333103 4272 _ 23749451029 4272 
5576 2.3 20dx 870 1.2 38 d.? 
8615841276005 dz 92 
B 14322 T. Z. 3. Od c · 


Kennt man daher das Integral fz dx oder die Größe, deren 
Differenzial = zdx ift, fo findet man das ſummirende Glied 
vermittelſt einer fortgeſetzten Differenziation. Es muß aber 
dabey nicht aus der Acht gelaſſen werden, daß zu dieſem Aus⸗ 
drucke allemal eine beſtaͤndige Größe von der Beſchaffenheit 
kommen muͤſſe, wobey die Summe So wird, wenn x in 
Nichts übergeht. 


4-2 EE 

Wenn alfo z eine ganze rationale Funktion von x ift, ſo 

laͤßt ſich das ſummirende Glied, weil alsdann die Differen⸗ 
zialien endlich verſchwinden, durch einen endlichen Ausdruck 
darſtellen. Dies wollen wir durch einige Beyſpiele erläutern, 


Erſtes Exempel. 


Das ſummirende Glied folgender Reihe zu finden. 
£3 4 443 x 
1 1 9 T 28 1 4 1 81 1. . (* — 102 
Da hier 2 = (ax — 1)2 25 4x2 — 4x I L ift, fo wird 
fzdx = $x3 — 2x2 Tx 
denn hieraus erhält man durch die Differenziation 
Axxdx — 4x dx f dx dx 1 
Nun iſt ferner 
dz 


Ee äer A 


D 
Ka däz 
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alſo das geſuchte ſummirende Glied 
* — 2 px b2x?—2x T 4 ix— 3 C; 


und da die beftändige Größe C fo beſchaffen fepn muß, daß 
dadurch die Glieder 3 — 3 verſchwinden, fo ift 


S(ax H e Ze? — ER D(ax tr) 


Auf dieſe Art ift, wenn man x —4 ad die Summe ber 
4 erſten Glieder 


rap pa MA 


Zweytes Exempel. 


Das ſummirende Glied folgender Reihe zu finden. 
EEN, 3 4 X 
IT27T125 T 343 1. .  - Qx — 1)5. 

Za ! 

sestas-— Ui c 8x3 — 1222 f 6x — t 

ift, fo wird 
fzdx = 2x4 — 4x3 f 3x? — x; 
dece com 6, | 
ddz 


e 48x — 245 


Demnach 
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Demnach ift 
S(ax —1)3 S 2x4 — 4x3 T 3x? — x 
T 4x3 — 6x2 f 3x — à 


— 2x2 — 2x T 2 


5 — £t 
das iſt 
8 (2x — I) — 2x4 — x2 (xXx — Y). 
So ift z. B., wenn man x 4 febt, 
IT 27 T 125 T 343 = 16.31 = 496. 


(5-41 3A 
Aus dieſem allgemeinen Ausdrucke des ſummirenden 
Gliedes folgt ſehr leicht dasjenige, welches wir im erſten 
Theile (im erſten Capitel, §. 29.) mitgetheilt haben, damals 
aber noch nicht beweiſen konnten. Denn ſetzen wir 
2 = xn; fo ift 


fzd An x und 
R — 
` nti d 


8s = Däi: 

dx ; 

= un Da 

d3z ZS ) a ioi; 

ic nn — 1) (n - K- 3 

PEE n-$ 
Fer m n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4x 
d7z 

= nn Ss ege ai (n — 6) Rn 7 


ꝛc. 

und hieraus ergiebt ſich folgendes ſummirende zu dem allge⸗ 
meinen Gliede x» gehoͤrige Glied: 

K 3 Sx» 
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an 


y 1 a 
zart In — . -— xn-t 
nti T 2 T 6:787 


X n(n—1)(n—2) Ene 
1 30 2 D 3 D 4 
E EE 
T — xu- É 
42 at. qe WE DURS N 
I E Mul) 0v. (n e EI ZU 
; 30 qu EN E 
: 5 n(n—T) . . . D (n—8) = 
T 66 - 2.3 e.^€-9 ^8 9 20 E 
ix D9t ` mu—1) ur ee 
n l 
A I Qn "n : : Bi) ie 
/ 2 * à e e D D D 14 
3617 . nn—1) . . . «(n—14) 
— — Mice sen co a ied ge HE 
510 JV 
4 43867 F Din — D » * . (n Ges 16) aer 
798 - D EU. EI Sr EE RR 
„ BD) > rl) vu 
330 253.5... * 20 
" 854513 nn - i)) (n— 20) e 
138 CRIME WAS S. s 93. 
23636409? nn -i) (n—22) Le n 
2730 ! 2. 3 ar A i». V 24 
; —— nn—1)-; .. (n-. 
b 6 EC Sur ed rr. 26 e 
23749361029 jn fn E) uas Cis — CE 10 00 PRÉ 
370 2 3 28 
86158412765 nen D "Esto eese 
i ———— 7 — —u— —- — a7 
14322 N 2 e 3 E 


16 
Zieler 


t d 
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Dieſer Ausdruck unterſcheidet ſich nicht weiter von dem obi⸗ 
gen, als daß wir hier die Bernoulliſchen Zahlen A, B, C, 
D, ıc. gebraucht haben, dagegen wir uns oben der Zahlen 
e, B, v, 9, ꝛc. bedienten, und die Uebereinſtimmung ift et: 
fenbar. Hier haben wir alſo die ſummirenden Glieder aller 
Poteſtäͤten bis auf die dreyßigſte, und zwar dieſe eingeſchloſ⸗ 
ſen, geben koͤnnen, welches, wenn wir es auf eine andere 
Art hätten thun wollen, die weitläuftigften und verdrießlich⸗ 
ſten Rechnungen noͤthig gemacht haben wuͤrde. 


$ 133. 
Wir haben fion oben $.59. einen ähnlichen Ausdruck 
für das ſummirende Glied mitgetheilt, welcher ebenfalls 
nach den Differenzialien des allgemeinen Gliedes fortſchrei⸗ 
tet. Der Unterſchied, wodurch es ſich auszeichnet, beſtand 
darin, daß dazu das Integral z dx nicht nöthig war, und 
die Differenzialien des allgemeinen Gliedes durch gewiſſe 
Funktionen von x multiplicirt werden mußten. Wir wollen 
daher eben denſelben Ausdruck noch auf eine andere Art 
ſuchen, welche der Natur der Reihen mehr angemeſſen iſt, 
und woraus zugleich das Geſetz deutlicher erhellet, nach wel⸗ 
chem die Coefficienten jener Differenzialien fortgehen. Es 
ſey alfo das allgemeine Glied jener Reihe z irgend eine Funk⸗ 
tion des Anzeigers x, das geſuchte ſummirende Glied — s. 
Da dieſes eine ſolche Funktion von u ift, wie wir geſehen 
haben, daß es verſchwindet wenn x — o geſetzt wird, fo ift 
nach den von den Funktionen dieſer Art oben erwieſenen 
Satzen ; 

d xds : x2dds o dss ime ie 
Ldx 1,2dx7 1.2. 3dx ^ 1,2,.3dx4^ ^" 


= . 


K 4 $. 134. 
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) 9. 134. 

Da s Ne Summe aller Glieder der Reihe, vom erſten 
bis zum letzten 2, in ſich begreift: fo ift klar, daß, wenn man 
in s anſtatt x den um eins kleinern Ausdruck x — 1 ſetzt, 
die vorige Summe ihres letzten Gliedes beraubet werde. 
Es iſt nemlich g 


dds dis . d4s 
2 3 — 1 — — x 


dx 2802 6dx3 24 dx4 
und alſo 
ds dds d3s 
Z2 E — — ` Segen T — — — + Héi 


dx 2dx2 " 6dx3 Sir 


Dieſe Gleichung giebt ein Mittel an die Hand, aus bem ge 

gebenen ſummirenden Gliede s das allgemeine Glied zu fin 

den, wobey wir uns nicht aufzuhalten brauchen. Verbindet 

man aber die gegenwätsige Gleichung auf eine geſchickte Art 

mit derjenigen, welche wir im vorhergehenden $. gefunden 

haben: fo laſſen fid) die Werthe von s durch x und z beſtim⸗ 

men. Wir wollen zu dieſem Endzwecke 

i E 25 Cddz Dd3z = E d4z 
S dx dx: dx3 ESCH 


fegen, fo daß ^, B, C, D, ꝛc. die erforderlichen Coefficienten 
bedeuten, ohne zu beſtimmen, ob fie beftánbige oder ver än: 
derliche Größen ſeyen. Denn da 

ds dds d3s dës 


2 m — ͤ Uœ-i—iEi—ů—ꝗ 4x4 — me — K 
dx 2dx2 6dx  24dx^ iaa 


7 ep 


ift, fo befommt man, wenn man daraus die Werthe von 2, 
dz ddz 352 


dx dxa' J in bie obige Gleichung bringt, 
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S — s 
Ads, Adds  Ad3s, Ad4s Ad$s 
— A3 E——[1——— —— ———— . 
dx ^2dx2 | 6dx3 ^24dx4  120dx* 
Bdz Bdds Bd3s, Bd4s Bass 
T I tt 
dx dä  2dx3 dx ` 24dx4 
Odd , Cd3s, das dss 
— dxà RE Me e oC nn 
Dd3z Dd4s Die 
Tu Ge N 2dx$ Tte 
Ed4z Ed$s 
dı4 ES SEA ＋ ꝛc. 


dc. 


und dieſe Reihen zuſammen genommen geben daher Null. 


§. 135. 


Da alfo nach 9. 133. 


xds 
ai 


o=s— 


x2dds x3d3s, x4d4s 
Zdx2  6dx3 '24dx4 


* 


xídss 
120dx* 


TX. 


ift, fo ergeben ſich aus der Vergleichung dieſer Reihe mit der 
vorhergehenden "SH Ausdrüde für die Buchſtaben A, B, 


C, D, ꝛc. 
R 


e 


x 

x? A 

pu 

x3 B A 

. 

x4 c B A 

See CS 4. 

x$ D e B 

no 4.:6 H 
dc. 


Hat man daher die Werthe der Buchſtaben A, B, C, D, 1c, 
gefunden, fo läßt ſich das ſummirende Glied s == Sz aus dem 


allgemeinen Gliede 2 auf * Art heſtimmen, 
SC 5 


82 
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Bdz Cddz Ddsz Edaz  Fdsz 


Ta er WP r 
F. 136 
Da aber 
I 
B D Bx — 3x 
C — #x3 — ix2 $ N 
" (OD m Ax — dei fx 


Ha 
wird: fo Fällt in die Augen, daß dieſe Coefficienten dieſelben 
find, die wir oben $. so. gehabt haben, und es ift daher auch 
jene Beſtimmung des ſummirenden Gliedes mit der oben ge⸗ 
fundenen einerley. Demnach ift | 

A= —Sx9 — S.I 
B z Sx! — yx 
Cz 35x2 — £x? 
Dzi5x3s— ixs 
E = 28 — dux 
: d 
Folglich tft 
Base x2 — Rx m — E ën d * 1548 x. 
= x2ddz x3d3z x4d4z 
dx  2dx5 | 6dx3 24dx 
Setzt man aber in 2, dem allgemeinen Gliede, x — o, fo 
bekommt man das zu dem Anzeiger o gehörige Glied; und 
ſetzt man daſſelbe — a, fo wird 
5 x dz „ x2ddz x3d3z 
FEN AE AT 
unb alfo ` 
xdz  x?ddz. x3d3z x4d4z 


"d. ga Cu» ag IE 
Sub⸗ 


Lc. 


d 


. 
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Subſtituirt man dieſen gon fo befommt man 
ddgx, 3 da 


82 ss e n 45 85 8 
iz G T 1) 2 — a ET EP RD 17 
a Se : 
8 16 


24 d x4 
Kennt man alſo die Summen der Poteſtaͤten, ſo lab ſich hier⸗ 
aus aus jedem allgemeinen Gliede das ihm zukommende ſum⸗ 
mirende Glied finden. K ! 
§. 137. 

Da wir aber einen doppelten Ausdruck für das ſummi⸗ 
rende Glied Sz, wenn z das allgemeine Glied ift, gefunden 
haben, und der eine das Integral 12 dx enthalt: fo kann 
man nun durch die Vergleichung beyder Ausdruͤcke, wenn 
man fie einander gleich ſetzt, den Werth von fz dx durch eine 
Reihe darſtellen. Denn da 


A dz BEER Gd$sz 
fzdx + 42 T — VEM "ERIT. ee ie, 
= ddz d3z 
Zeg dc — eek . 
(xf12—a e A PTT Wn Sx2—- TTE x3 T ꝛc. 
iſt: ſo wird 

5 ſ⁊ dx — 
e ee T 2 — Fe 8) 
dés di r6 P 

m aer" ` m. ai :(Szs TIG) T EX € 
7 KE 
E — cds Dt e i9) T x. 


wo die Vuchſtaben A, B, €, D. zt, die $ 122, ſtehenden Ber⸗ 


noulliſchen Zahlen bedeuten. 
Es 


! 7 
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| Gà fep z. B. 2 c xx, ſo wird 


dz ddr 
a 0; S 2x; und — SS E 
* 2dx2 


Folglich iſt 
rd QGtExx—2xdxxtixtfg4)T1Gx3 ixi ix) 
obet E 
fxxdx Ier 


és giebt aber X x3, wenn man differenzlirt, xx dx. 


$. 138. 
Hier zeigt ſich ein neuer Weg, die ſummirenden Glieder 
der Reihen der Poteſtaͤten zu finden. Denn da ſich dieſe 
ſummirenden Glieder ſehr leicht aus den vorhin angenom⸗ 
menen Goefficienten A, B, C, D, xc. zuſammenſetzen laſſen, 
und jeder dieſer Coeffictenten aus den vorhergehenden ents 


ſteht: fo wied, wenn man in den Formeln des 35ften $. an 


ſtatt jener Buchſtaben die $. 136. gefundenen Werthe ſetzt, 


$xX-x mixx— Ax i 


$x2 — a2 i — ix— AER —x). 


$x3 — x3 mix4—1 x— 2(5x2 —x2) — ED 
4 "m \ 


- 


> 


EE, —x?) 


4:3. LS 

Sx — x) 

"es : 
aC. 


CS Hiernach laſſen ſich die Summen der hoͤhern Potefiäten aus 


den Summen der niedrigern finden. 


2 
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9. 139. 

Betrachtet man aber. das Fortſchreitungs⸗ Geſetz der 
Coefficienten A, B, C, D, ꝛc. welches . 135 gefunden worden 
ift, genauer: fo bemerkt man, daß dieſelben eine wiederkeh⸗ 
rende Reihe bilden. Denn entwickelt man den Bruch 

x T 3xxu T ix3u2 T zax Au; } r FC 

ır An f Fus T gu) T 1284 Tic. 
nach den Poteftäten von u, und fegt die daraus entſpringende 
Reihe = 

AT Bu T Cu t Du? 1 Eus f Fur fie 
ſo wird, wie wir vorhin gefunden haben, 
x; B D ARX — A; c. 
und hat man dieſe Reihe gefunden, ſo bekommt man daraus 
die ſummirenden Glieder der Poteſtaͤten-Reihen. Es geht 
aber der Bruch, aus deſſen Entwickelung jene Reihe ent⸗ 


* xu. a 
| fpringt, in die Form 2 — und wenn x eine ganze poſi⸗ 
tive Zahl ift, in folgende über. 
1 T en T eau fr esu kg.. . e- Thu. 


Da alſo 
1 21 
= Il d LE EE m 
E: E.l-T 12 Es Lee 1 
= — 4u* gu3 1604 
ezu 214 E T 2 DET Fees n 
zu gei 27u3 $ru4 
3 TP — 
ein 14 1 Lë . 
- nnd 404 
(x- Du es — — — 2 1 Bas Det ku 
e pp-—— — P — E fray. 
it au 


A= 


u 58 ster, stes Cap. V. d. Erfind. d. Summen ꝛc. 


Ac x 
B= 86K — 1) $x — * 
C 2s = e SR — xz 
. D=35a@-—1ı)3 S 8x — ix3 
x, 
Und hierdurch wird der Zuſammenhang diefer Coefficienten 
mit den Summen der Poteftäten aufs vollkommenſte beftätis 
get und außer allem Zweifel geſetzt. 


Sechstes Capitel. 


Von der Summation der Progreſſionen durch ohne 
Ende fortlaufende Reihen. 


* 
A 140. 
SE, allgemeine Ausdruck, welchen wir im vorhergehen⸗ 
den Capitel fuͤr das ſummirende Glied der Reihen, deren 
allgemeines oder zu dem Anzeiger x gehoͤriges Glied: iff, 
gefunden haben, nemlich 


"e fadx da n Adz DEER Gdrz 
= I.2dx. 1.2 3.4dx3 I. 2. dx? 


dient eigentlich zur Erfindung der Summen der Reihen, deren 
allgemeine Glieder ganze rationale Funktionen von * find, 
weil man in dieſen Fällen endlich zu verſchwindenden Diffe⸗ 
renziallen gelangt. Wenn hingegen z keine ſolche Funktion 
von x ift, ſo gehen die Differenzialien ohne Ende fórt, und 
man erhält alsdenn eine unendliche Reihe, die die Summe 
der gegebenen Reihe bis und mit zu dem Gliede ausdruckt, 
deſſen Anzeiger = x ift. Die Summe der Reihe, wenn fie 
ohne Ende fortgeſetzt wird, ergiebt ſich alfo, wenn man x e 
annimt, und man findet auf dieſe Art eine andere der vori⸗ 
gen gleiche ohne Ende fortlaufende Reihe. 


§. 141. 
Wenn man x = o ſetzt, fo muß auch der Ausdruck, wel⸗ 
cher die Summe darſtellt, verſchwinden, wie wir bereits an⸗ 
a : gemerkt 
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gemerkt haben; und geſchieht dieſes nicht, ſo muß man eine ſol⸗ 
che beſtaͤndige Grófe zu der Summe hinzuſetzen, oder von ihr 
wegnehmen, daß dieſe Bedingung erfuͤllt wird. Iſt dieſes 
geſchehen, ſo bekommt man ö 


wenn man ſetzt 
x eI das erſte 
22 das ıfte unb ote } Glied der Reihe. 
* 3 das ıfte, ate und 3te j 
ꝛc. % 


Weil alſo in dieſen Faͤllen die Summe des erften, ber bepben 
erften, der drey erſten Glieder u. f. w. bekannt find, fo ift 
ſolches auch der Werth der unendlichen Reihe, durch welche 
jene Summe ausgedruckt wird; und man ficht fid) dadurch 
in den Stand geſetzt, eine unzaͤhlige Zeng von Reihen zu 
ſummiren. 


$. 142. a. 


Da bey der Hinzufügung einer ſolchen beſtaͤndigen Croͤße 
zu der Summe, daß dieſe verſchwindet, wenn x — o wird, die 
wahre Summe auch allemal gefunden werden muß, wenn 
man fuͤr x andere Zahlen fegt: fo ift klar, daß ſich die wahre 
Summe ebenfalls allemal ergeben muͤſſe, ſobald eine ſolche 
beſtaͤndige Größe hinzugefegt worden ift, daß in irgend einent 
Sale die wahre Summe hervorgebracht wird. Fällt daher, 
wenn. man x So ſetzt, nicht in die Augen, was die Summe 
für einen Werth bekomme und was alfo dazu für eine bes 
ſtändige Groͤße geſetzt werden muͤſſe: fo kann man auch für 
x andere Zahlen fegen, und durch Hinzufügung einer beftánz 
digen Größe einen vollſtaͤndigen Ausdruck für die Summe 
erhalten. Wie? wird durch das Folgende deutlich werden. 


§. 142. 
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H. 142. b. d 
Wir wollen von folgender harmonischen Progreſſion an⸗ 
fangen: 
As 
Cep inp de exe 
Da das Allgemeine Glied derſelben — — SCH fo wird 2 SE 


und das ſuinmirende Glied s wird auf KE Art gefunden. 
Zuvoͤrderſt ift : 
KE (— =1x Dann ferner 


dz I ddz 1 
TER SE 

dx x2' 2dx2." x3? 

d 1. daz to 
6dx3 ^ ka azad a x 

d$z ; : | 
———— m — — AE 
120dx6 d 


) Hiernach ift alfo 
I A B [3 D 
zh tc. | 
Dieſe hinzuzufügende beftändige Größe C läßt ſich aber aus 
dem Falle, wenn x = o íft, nicht beſtimmen. Man ſetze 
alfo x = 1. Da alsdann s = r wird, fo hat man. 


240 0 und al 


ese. der 


| 298 B C D 
E e Ee KE: 


I POET 


Eulers Biff. Bechn. 2. Th. I. Abth. 8 9. 143. 
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§. 143. 

Da die Bernoulliſchen Zahlen A, B, C, D, ꝛc. eine dis 
vergirende Reihe bilden, fo laͤßt ſich hier der Werth ber bez 
ſtaͤndigen Größe nicht wirklich angeben. Wenn aber fuͤr 
x eine groͤßere Zahl geſetzt, und die Summe eben ſo vieler 
Glieder wirklich geſucht wird, fo findet man denſelben auf 
eine leichte Act. Man ſetze zu dem Ende x — 10: fo iſt die 
Summe der zehn erſten Glieder S 

2,9289682 53969253968 
und ihr muß der Ausdruck der Summe gleich ſeyn, wenn 
man darin x == 10 ſetzt. Dadurch bekommt man 
E. B [3 D 


lio 1 —— — d — ——ů— 1 — — — i 
T 20 | 2CO 40000 — g00000000 e 
2 


Setzt man alfo für 110 den hyperboliſchen Logarithmen der 
Zahl 10, und ſtatt A, B, C, ꝛc. die oben dafuͤr gefundenen 
Werthe: fo erhaͤlt man für die beſtaͤndige Größe 
C == 0,577 2156649015325 
und diefe Zahl druckt daher die Summe der Reihe aus: 
Lo $5. € D E 
— ＋ — rc. 


| g. 144. 
Wenn für x Feine fehr große Zahlen geſetzt werden, fo 
ſindet man, weil alsdann die Summe der Reihe leicht unmit⸗ 
telbar es werden rs die Summe folgender Reihe: 


I B D 
— — — — 2c. s — lx — 
TEE Lx Ew Lex om ꝛc. S lx — C, 


Bedeutet aber x eine ſehr große Zahl, fo laͤßt fib die Summe 
dieſer Reihe ebenfalls leicht finden, weil alsdann der Werth 
dieſes Ausdrucks in Decimal⸗Bruͤchen gefunden wird. Nun 
iſt zuvoͤrderſt klar, daß die Summe, wenn man die Reihe 


b ohne 
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ohne Ende fortlaufen läßt, unendlich groß fepn muß, indem 
wenn x zm oo wird, aud) Ix ins Unendliche wächſt. Um 
aber die Summe jeder Anzahl von Gliedern deſto bequemer 
angeben zu koͤnnen, wollen wir die Werthe der Buchſtaben 
A, B, C, ic. in Decimal-Bruͤchen ausdrucken. 

A = o, 166566666666 

B = 0333333333333 

€ = 0,0238095232095 

D — 0,0333333333333 

E = 0,0757575757575 

= 02531135531135  . | 
G = 1,1656566566666 
D = 7,0921568627451 
x. 
Es iſt alfo 


= 0,0833335333333 


0083333333333 


0039682539682 


1 


0,0041666666666 


= 0,0075757575757 


0,0210927960928 


N 


= 0,0833333333333 


Ak SÉ E 1 pe le 


= 0,4432598039216 


ꝛc. . 
LE Erſtes 
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Erſtes Exempel. 


Die Summe von tauſend Gliedern der Reihe: 
1 1 r 1 Las 
1 TA m van agi T ZEN * 
et gd" 
zu finden. 


Man ſetze x = 100. Da 
110 ee 2,302«850929940156840 iit, fo wird 


IX = 6,90275327 59821 
C == 0,5772156649015 
I 
— f 0,0cÓ50GOQ00CCCO 
2x 
7,4949709438836 


9r 
ſubtr. Aus 0,0000000833333 


— nn 


- 2,4849708605503 
Di 

add. — == 0,02000c00000cO 
x4 


fo lit — 7,84% 600503 die geſuchte Summe, 
welche alſo noch nicht einmal 74 ausmacht. 


Zweytes Exempel. 

Die Summe von tauſendmaltauſend Gliedern der Reihe: 
1 4 1 

zu eden 
Da x == 1000000 ijt, fo wird 1x = 6.110; folglich 

IX = 13,8:55105579642 
C = 0,772156649015 
I 


2x ; / 
und 14,3927262228657 S ber gefuchten 


0,0800005000050 


Summe. 
f $. 145. 
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$. 145. ! 
Nimmt man alfo x groß genug an, fo findet man die 
Summe ſchon in dem Logarithmen von x, wenn man dazu 
die beftändige Größe C ſetzt, hinlänglich genau. Hieraus 
laſſen ſich vortrefliche Folgerungen ziehen. Bedeutet 3. B. 
x eine ſehr große Zahl, und ſetzt man 
1 1 I I E 
1 223 t jew get 
und 
I | me. 2 B I 
Ero 2 ＋ 3 FFT 
fo wird, weil naͤherungsweiſe s = Ix tC; unb t = Kxty) 
O iſt d 
S "UM 
t — szÓxty)-—dx 1 z 
und es laßt ſich alfo dieſer dogarithme naͤherungsweiſe durch 
eine aus einer beſtimmten Anzahl von Gliedern beſtehende 
harmoniſche Reihe ausdrucken, und zwar auf folgende Art: 
xty T 1 I I 
le—— 2 r ds diis — a "ei Sg ——. 
wA Pledge. t. Tie 
Genauer findet man dieſen Logarithmen, wenn man die obi⸗ 
gen Summen s und t genauer nimmt. Da z. B. 


e , I I 
S lx + Ct — — —— und 
2x x 


12x 

ez KR) T E H ift: 

a ax ty) ost "` 
fo wird 

b pEX I 1 13 * 1 
Gros gri ax ao rax 12(xty)2’ 
und alſo 
L 3 er 
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xy 1 I I I 
éen xu . 
1 1 


e 7 Jaxx 120 ty 
Wenn aber x eine fo große Zahl ift, daß die beyden letzten 
Glieder W werden koͤnnen: fo ift naͤherungsweiſe 
Str ` e A x 


1]— 2 


E g— APRILE REC 


; $. 126 b. 
Aus dieſer harmoniſchen Reihe (AE fib auch bie Sum: 
me folgender Reihe herleiten, in welcher bloß die ungeraden 
Zahlen vorkommen: : 


I I JY 
ctii > 5 1 7 f 5 res ert. 
Denn bá wenn man alle Glieder nimmt, 
Y 1 I r 
1 Lob... Hin 
tu: Fig fI 
— A a E 
[e] — — — — — — 
festo S een) 2 Fa xn 6(axti7 
x tT iG 


die Summe aber aller. die geraden Zahlen enthaltenden 
Glieder 


EEE " aee Y 
Herr. tL y 
bie Halfte der obigen, oder 


P o e Sa He NT 
Ze ORE rs MERE 
ak 4x2 8x4 12x09  16x8 
ift, fo Gi man, wenn man dieſe Reihe von jener ab⸗ 
zieht, 


TI 
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6 £g I I d 
ze 11 Y x FP SU TT) "hac a(ax T 1)2 T xf) * 
1 A 


$. 146. 


Man kann aber auch vermittelft eben deſſelben Aus⸗ 


drucks die Summe einer jeden harmoniſchen Reihe finden. 
Es ſey nemlich 


1 1 


1 
min mk nmm Eo Pu 


Da das allgemeine Glied 2 zs Fr ift, fo wird 


E 3 dz m 
nds KE ee, ES (mx t n) 
ddz mm diz — m3 
Dax — (mxin)?! 6dx3 ^ (mein) 
di s oo We c ev m 
24 dx (mx Tn)? 120dx$ — (mx in) n) d 
Alſo wird 
Am Bm 
5 2 DÄ abr F zer been Tëëesgch 
Ems mi ZE ZER 


Gm rn) Smxfns 
Setzt man demnach x zo, fo wird bie hinzuzuſetzende bes 
ſtaͤndige Groͤße 8 


ana m eu cM 


ZA $. 147. 
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d NEM CEST 
Wird Pee n o, = bekommt man, da 
1 
b — — ir — um 
"€ re we 3m jp $$ mx 
12 i. * 9$ : 
m m 2mXT Im xz 4m»x4 
hingegen 
KZ 1 
PRI STT ipe 
mx 
C 1m; 7 ME Dm n — dc. 
t m SÉ amx -2m2x2 ^ EL - 


| dft, wenn man von diefer Reihe jene mmal genommen ab» 
zieht, fo daß diefe Ss? ſich ergiebt, 


| ! 2 RE Je 
zent tis Pur 


3m- 
m m m m 
e A ias er. n ER e 
m 2 in 3 m m x 
e bie Cumme : 
L4 
Et A B - 
Im —— 4 E 
4 2 m x 2m?x2 Ama 
d B 
ern To—— — — tT Hé 
X EX upx4 


und fest man x r , [o wird dieſelbe = Im. Schreibt 
man alſo für m nach und nach die Zahlen a, 3, 4, ıc. fo wird 


12 l t ER RT UE 
TCC SA, 
Iésettätä-—étztitä- ën, 
OéeigjitiriciLt6irititi-Ss: 
pn 
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N A 148. T 

Nach der Betrachtung bees eiiis Reihe wol⸗ 
len wir uns zur Unterſuchung der xoc — ber Qua⸗ 
brate wenden, und d ? 


ir 5 1 1 7 Zu 
fegen. Da das allgemeine Glied biefer Reihe 2 25 fft, 


T i T 
fo iſt lz dx — x! und die Differenzialien von z 


2dx x3) ER 3dx2 7 2.3. Adx 3 xs 
unb alfo tie e 

1 I A B „ 
ET hacig zii es 
wo die beſtaͤndige Größe C aus, einem Falle, in welchem die 
Summe bekannt iſt, beſtimmt werden muß. Wir wollen 
alſo * = k ſetzen. Da alsdenn s t wird, ſo iſt 

c=zır r FI Dr E — ic. 

allein dieſe Reihe zeigt den Werth von C nicht, weil fie in 
einem hohen Grade divergirt. Setzt man indeß dieſelbe ohne 
Ende fort, ſo iſt aus dem Obigen bekannt, daß ihre Summe 


= er iſt, und macht man alfo x s co, ud ſetzt s e 


fo wird Cc — =, well aledern al ker liebe verſchwin⸗ 


den. Hiernach wird folglich 
E EE DE 


$. 149. 
Wenn die Summe dieſer Reihe nicht bekannt geweſen 


waͤre, ſo wuͤrde man den Werth der Dozen Groͤße C 
$5 aus 
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aus irgend einem andern Falle, in welchem die Summe wirk⸗ 
lich gefunden worden wäre, beſtimmen muͤſſen. In dieſer 
Abſicht wollen wir x == 10 feten und zehn Glieder wirklich 
addiren. Dann findet man i 
a = 1454976773116654069g, ferner ift 


add. — = OF 


|- 


. eb. > == 0,0001656665666666566 
"1104493 1397633207356 


2K K 


D 


A 
ſubtr. ur 0:;000000333333333333 . 
1 / — 
" 1,644934004499874023' ° 


€ 
abb. ra 0,009600002380952381 


- 


D 
fubtr. xg 77 996000000003 3333333 
1,644934066847493071. 


4 


€ 
8 add. Ces = 90090000000000757575 
D 1,644934066848250646 
ſubtr. . == 0,000000000000025311 
7 1 221.53 


1,4493408 48225335 
G a & 


add. 7 == 0,000000000000001166 
fabtr. E «m 7 


1, 6449340668 48226430 = C. 


së . T X^ 
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Diefe Bat (ft zugleich der Werth des Ausdrucks E Na 


man aus bem bekannten Werthe von e durch die Rechnung 
fin den kann. Hieraus erhellet auch, daß die Reihe A, B. 
€ ic, ob (ie gleich eine divergirende nw ift, gleichwohl 
eine wahre Summe habe, | 


F. 150, 


» 


1 
Nun ſey z = I» und 


1 E I 1 
s — T 253 T 33 B 43 T ege „ t x3 
Da | 
X. EES? — dE. i. 
8 axx' 1.2. 3dx ETT 1.2.3. 1.3.3. 4dx2 "asch, 
däs Si GE mia 
1.2...5dx* 7T Exe? 1.2...7dx$ ^ 2x8? * 
ift: fo wird 

^ 317 & f ^ 

2x6 2x8 


unb, da SET wird, wenn man x = 1 ſetzt 
cC=1ır3— 7341-39 * 20 — i» T ic. 

welcher Werth von G zugleich den Werth der gegebenen Reihe. 
ausdruckt, wenn man ſie ohne Ende fortlaufen laßt. Da 
aber die Summen der ungeraden Poteſtaͤten nicht fo bekannt 
ſind, als die der geraden, ſo muß jener Werth von O aus 
der gefundenen Summe einiger Glieder betont werden, 
Es fep alfo x == 10, fo fat man 

1 3A 


X k 
— Baias —— — — SE 
c=s 1875 2x3 2x4 it x8 
Va 
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Um die Rechnung zu erleichtern, mache man * 


* 3A 2 
— =_ 9,2500000000000 


— .0,0833333333333 


Eu 

7C ? 

DO = 0/0833333333333 
D 

SS == O,15co0oocoooocó 


— = 0,4166666666666 


= 1,6452380952380 


= $,7500000000009 


» 


17 : 
= 602833333333233 
1C 
Hiernach toerden die zu s zu addirenden Glieder: 
8 rix == 0,005C000000009C00C0 
2xx 
3 A 
— C3 0,000025000coo0cocoO 
2x4 


-G D 
— 
UD. 0,090900000833331333 


116 
axl2 


156 
KA? 


== 0,000000000000416666 


== 0,000000000000000875 


9,005025090833750875 
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Die davon zu ſubtrahirenden Glieder hingegen 


=2 O0,Cc050000000000000G0 
2x3 


EX == O,00cooo0o8 
„„ - 3333333333 


9D 
2& 10 
125 
a4 
179 


-— ——. == 0,000060000020000060 
2x1 8 


— —— 
0,000500083 145349545 


von 0,005025000833740875 


== 0,020000000015000000 


== 0,000000000000016452 


0,00452491748540:030 
s = Y/167531985674193251 
C. = 1,202056903159594281 
F. 132. 


Wenn man auf dieſe Act weiter fortgeht, fo findet man 
die Summe aller reciproken Poteftäten: Reihen in Decimal⸗ 
Bruͤchen ausgedruckt: s 


LED U 1 
irc Se LT Ti = 1,6449340668482264 = 


22 
2" , ( t 
1.2 e 
EE 1 3 6 
ten Bac q4020569031595942 , 
I I 1 
11 Ft H ir near = 
238 E 


1i 
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1 1 T 22 Sri s: 
joe TT SCH T 1X. = 1,0369277551058632 


I € Y er £ 
17 ue f ie T ꝛc. es 10173430019844491 — 


25€ 
z* 
1 
. : 
1 7 m. Ea [ Xx. = 1,0083492773866018 
5 ? 7 
T1 ize x3 St X. = 1,0040773561979443 = 
27 b 
T. 2. 8 
E 1 
H 22 - lise 39 sys + ꝛc. 1j0020083928260822 
e 3 , p 
WEE — T ꝛc. = 1,0909945751278180 = 
RAE ab 
1. 8.10 
Bog 
ifo bech nu a ka, = 1,0004941886041094 
at E Ta = 1,0002460865533090 = = 
ara 3 412 
—— 
e Ae E 


Yin: Liz m T ic. == 1,0001227233475857 


17 8 EE EP — fw. = 1,0000612481350587 = 
; 213(5 


—— 14 
1.2. 14 
1 EN Ce St EI ; vc 7 Ti == 1,0000305882363070 


i 


DH 
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2 I I I 
IT Ze T 76 Hs Tace 1,0000152822594086 = 
FE — 8 1$ 
1.2.16 
26, 


$. 152. 
umgekehrt laſſen ſich hieraus die Summen der unnd 
lichen Reihen, welche aus den Bernoulliſchen Zahlen beſte⸗ 
hen, darſtellen. Denn es iſt 


A 5 C 8 
C CO ET ONT TUN 
170-3} s S Rss 7 T ꝛc. S 57e. 


Ait A 8 Aë — D Toc = Ae 


30 5 76 93 . 6 
2 T : ^ ‚Pic = 1,20201r, 


113-2, = 

1141 5 = = B $a xe 

114—327 5 Së 5 t PS "Eege, 
X. 


Es laſſen ſich alfo dieſe Reihen abwechſelnd vermittelſt 
der Quadratur des Kreiſes ſummiren; aber von was fuͤr 
einer tranſcendenten Groͤße die uͤbrigen abhangen, iſt noch 
unbekannt, denn fie laſſen ſich nicht auf Poteſtaͤten von = 
mit ungeraden Exponenten bringen, fo daß die Coefficienten 
rationale Zahlen wären. Damit indeß näherungsmeife 
erkannt werden moͤge, wie die Coefficienten der ungeraden 
Poteſtaͤten von m beſchaffen ſeyn werden, feige ich folgende 
Tabelle her: 8 a : 

it ER 
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N Dat 2c. ohne Ende — — Sa e 
2 3 4 


0,0020 
14 + 4248 Dë — enau 
22 35 4 * eg eg e Fei 6,000 8 
1 4 2 t = E d Ti SS vu naͤherungsw 
23 3 Ai $$ sra q Sg 25,7943 8 * 
I 
A r nau 
1 Lat res ae 90, O0 Sena 
Cf WE ns 
1 KZ mea 1C. „ 999 à un * 
TP sig! Sn naͤherungsw 
n d 
1 — Ee ee OW EE eg enau 
M A N 
TEE Lë IT Laajerungato 
1 27 37 " CCS 77 2995.286 naher: na + 
11 Arie lieet E" 
2 3 A 5585508 H 
Ke 22 
ıir— r—t—Trı 29552 2 „ „„ — naͤ erun sw. 
aa WE 29749,35 Drums 
ꝛc. 
$. 153. 


Hieraus läßt fid) eine Methode herleiten, die Reihe der 
Bernoulliſchen Zahlen : 
p a SZ u er Se 
A, B, C, D, E, & G, $, y 1. 
ihrer anſcheinenden großen Irregularitaͤt ungeachtet, zu ins 
terpoliren, oder zwiſchen jeden zweyen Gliedern das mittlere 
zu finden. Denn ſetzt man das zwiſchen dem erſten A und 
dem zweyten B liegende oder zu ben Anzeiger 13 gehörige 
Glied S p: fo iſt 


1 1 * 22 p 
— adiu = —+3 
tra tee pe 


| unb 
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/ 


und alſo | 
ee, ` 
p Zu + 25 + SS Ti.) = 0,05815227. . 


Auf ähnlihe Art wird, wenn man das zwiſchen B und € 
liegende oder zu dem Anzeiger 23 gehörige Glied q ſetzt, da 


1 I 24q 
' ` 23 tx t 1.2.3.4.5 


ift, 


15 I I ! 

d Ss LG To 35 T 30) = 0,02541327: 
Wenn daher die Summen der Reihen, in welchen die Expo⸗ 
nenten der Poreftäten ungerade Zahlen find, gefunden wer⸗ 
den konnten: fo ließe ſich die Reihe der Bernoulliſchen Zah⸗ 
len ebenfalls interpoliren. 


H 


$. 154. 


Nunmehr ſey 2 = „und die Summe folgen⸗ 


8 
nn T xx 
der Reihe zu ſuchen: i i "d 


1 1 1 1 
unti t CIT vU UU T ETT 


-— 
I 


j An: 2 Y xx 
Da fzdx se t S it, fo wird fzdx = ,Atngi. 


D 


Man ſetze A cot, — = u; fo wird fzdx c EE ) 
E ` 
cofu nn EX I fn. uz 


ue ‚=: —— 2 
es ept fin. u nn fin. u2? Iis 
du dx.fin.u2 ` 
unb Gë zz — woher denn du - — —, 
n fin.u? n , 


Hiernach findet man die Differenzialien von z felgender⸗ 


maßen: ) q^ 
Eulers Diff. Rechn. 2. Th. 1. Abt. M dz sc 


— 
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2 du ſin. u. coſ. u E. dx ſin. uz. ſin. au 
nn E 
und : 
dz ſim. ua. ſün. au 
SS o o AERE 
dd: dulfinu.cofu.fin.2u + fin. u:. eoſ au) 
S n3 = 
dxfin.u3. fin. zu 
n4 
unb 
S ddz ſim. us. ſin. Zu 


2dx a n4 


Auf ähnliche Art ift, wie wir bereits oben für eben den Kat 


gefunden haben, 


d3z fin.u4, fin.4u d4z . fin.u$ ſin. gu 

2.3dx3 — e "UXESCI 2.3.44x4 uS CN 
und daraus findet man die gefuchte Summe 

se EE Donn, Dann A n. uz fin. au n 
2n n 2nn 2 n3 
B Gn.u4.fin zu C ſin. ul ſin. u, D ſinus. ſingu 
TUUS cb quai dg E 

— t. TC. 


Wenn man, um dieſe Conſtante zu beftimmen x = o fett, 
damit s = o werde, fo wird cot. u — o, und olfo u — 90°; 
folglich baier: lin. ou — 0; Dn. qu — 0; ſin. u — o, 


16, unb e$ ſcheint alſo o — V — — xi — e, folglich 


2nn 
=— = zu ſeyn. Allein es ift hier zu ken daß 


des Verſchwindens der uͤbrigen Glieder ohnerachtet die Sum⸗ 


me derſelben, da die Coefficienten A, B, C, 1c. As Gnbe 


wachſen, eine endliche Größe ſeyn kann. 
$. 155. 
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2 $. 155. | 
Wir wollen daher, um dieſe beftändige Gräfe gehörig 
zu beftimmen, x zoo fiken, weil wir die Summe jener 
Reihe, wenn fie ohne Ende fortlaͤuft, bereits in der Einlei⸗ 
2 ^ I Ld 
tung beftimmt und gezeigt haben, de 2 — ez T = 
= 
b n(e2n* — 1) 
alfo ſin u = oO und zugleich verſchwinden die Sinus der viel 
fachen Bogen. Weil aber die Poteſtaͤten des Sinus win 
dieſer Reihe wachſen, ſo kann die Divergenz derſelben das 
Verſchwinden ihres Werthes nicht verhindern. Es wird 


fep. Setzt man aber x — oc, fo wird u o, 


Ü 


demnach s — z T C, und alfo 
2n 


ar T 


wi N 
TOS — — + — ——, und 
2n ; ann an nean — 1) 
2 4 —— 
2nn n(ezu® __ 197 
Folglich iſt die geſuchte Summe D 
7 T u fin.u2 A fn.u2.fin2u, 
^. 2n n ann 2 n3 
B finu4.finqu. C niet ue 
ease ad 1 e 


* 


n(e2n7 — 1 : 
Iſt n eine nur einigermaßen große Zahl, ſo wird das letzte 
Glied o tem fo klein, daß man daflelbe aus der Acht 
Dez 9 
laſſen kann. 


D Y T 


M 2 $. 156. 


, 
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$. 156. 
Setzt man x — n, fo daß 
I 1 I I 
bc? nn I u . 


wird: fo ift cot. u zr, und u — 45 = Hieraus er⸗ 


7 
"à 
giebt ſich fin. u =; fin. 2u = 1; fin. uro; fin.du= 


— Ij fin 8u o; fin Icu es 15 ꝛc. 


Daher iſt 
nope I T A + C E 
In ann Ann  22n3 6.2 n) 10.2717 
G T7 
— — —accp————— 
t 14. 27n1$ x t n(e2n® — 1) 


und in biefer Reihe kommen die Bernoulliſchen Zahlen nur 
eine um die andere vor. Wenn alfo der Werth von s ſchon 
durch wirklich angeſtellte Rechnung gefunden worden ijt: fo 
laͤßt ſich daraus * beſtimmen, indem 
1 A C E 
ne n 1 1.h2 3.22n6 t 5.24nX0 = 
6 
r d e d 
„Denn ob ſich gleich = in dem letzten Gliede befindet, fo iſt 
dieſes Glied doch fo klein, daß es die Beſtimmung von v 
durch die Naͤherung nicht verhindert. 


Exempel, 1 
Es ſey n = 5; ſo iſt 
1 I Io. ouo 
dab EE 180 


und addirt man dieſe Glieder wirklich, ſo bekommt man 
5 S ES: 
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s — 0,146746305690549494 
Daher toerben jene Glieder 

Ans = 2,93492611381098988 

1 
— =02 

n D 
— = 0,00666666666666666 

Dx 


3,14159278047765654 
€ 
3,22n6 

* 3,14159265349352950 


== 0,00000012698412698 


as v 0,00000000009696969 


3,14159205359049925 
7.26n14 ==. 0,06000000000042666 à 
| 3, 14159265359007259 ! 
3 : 


Q28n18 — 625 


— 
i 3,14159265359907884 

Diefer Werth kommt der Wahrheit ſchon fo nahe, daß es 
zu bewundern iſt, wie man ihn durch eine ſo leichte Rech⸗ 
nung hat finden koͤnnen. Es iſt indeß derſelbe etwas zu groß, 


weil davon Sen abgezogen werden muß. Man kann 


be ben Werth vn - —.— : fobald » r naherungstoeife 
EL 


gefunden worden, 57 TURAE unb zwar vermittelſt 
der Logarithmen auf folgende Art: N 
Da «le = 1,3643763538 iſt 


fo wird 1eznT cz tosie 22 13, 6437635 
M3 Da 
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Da nun — dere — Op ift, fo fällt in 


ene — 1 e zus e An 
die Augen, daß wir zu unſerer Rechnung bloß das erſte Glied 
brauchen. Vermehren wir alſo die Characteriſtik um die 
Zahl 17, weil wir fo viel Decimalzifern haben, fo wird 
U 


Le = 17,4971498 
11 5 e020 


180590098 
ſubtr. leinr — 13.543635 
44554463 
Ar 
Alſo ez e 28539 ſubtr. 


von 6 ſo iſt 

; P ” = 3,14159265358979345 

Dieſer Ausdruck weicht erſt in der vorletzten Zifer von der 
Wahrheit ab, und dies deswegen, weil noch das Glied 


e E hätte müffen abgezogen werden. Ges 
ſchieht dies, fo bleibt ſelbſt in der letzten Zifer kein Fehler. 
Uebrigens erhellet, daß man, wenn n groͤßer als 10 ange⸗ 
nommen worden ware, die Peripherie « ſehr leicht bis auf 
2$ und mehr Zifern hätte finden können. 


$. 157. 

Nun wollen wir fie 2 tranſcendente Funktionen ſetzen, 
und 2 — Ix nehmen, fo daß 1 hyperboliſche Logarithmen ans 
zeige, indem die gemeinen leicht darauf zuruͤckgefuͤhrt wer⸗ 
den. Es fen affe a L 

s=lı SEKR SEA FIAT f Ix, 
Da 2 zc ix fft, fo wird (z dx zc x1x — x, weil das Diffe⸗ 


rensioal hierren dsix ift, Dann ift 
: dz 


* 
[ 
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dí. 10. ddr ER dz or. dfz LE 
dx * dx3 = Lodi x3! I. d x” 
ic. ; 
und folglich 
B C 
TT N si asi géxt — c El 
T6 


Für dieſe beftändige Größe C aber findet man, wenn man 
x — 1 fept, weil bann s=lı So wird, 
A B C D 
Q'zz T — — dc. 
now $617. 8 
eine Reihe, die wegen ihrer großen Divergenz ganz untaug⸗ 
lich iſt, den Werth von C auch nur naͤherungsweiſe zu bes 


ſtimmen. 


$. 158. 

Es laͤßt ſich indeß derſelbe nicht bloß naäͤherungsweiſe, 
ſondern ſelbſt genau erhalten, wenn man den fuͤr von 
Wallis erfundenen, und in der Einleitung (Th. 1. Gap. 5. 
$. 286. rcp ten Ausdruck braucht. Dieſer Ausdruck ift: 

T 2.2.4.4.6.6:8.8. 10.10.12 X. 


| ET Een 
Denn nimmt man die Logarithmen, fo bekommt man daraus 
lr —]2 — 212 T 214 T 216 T 218 T 2110 T ꝛc. 

— lr.— 213 — 215 — 217 — 219 — 2lıı — t€. 
unb fest man in der angenommenen Rehe * , ſo 
wird, da 

Ir*12 $13 7147257 Ix —Ci(xtT2lx-xif, 
T2133 TAT. TER SCH (RT lex ox, und 
12 114 16 T 8 T. . l (* TElx f a -K 
und daher 
II 713 1 15 T7 T.. . 12x - D S xlx I (x 1 22 — x. 
M A = Da 
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Da alſo 
IT als f 214 f f. . ela — lax 
— 211 213 — 215 -. 22x — 1) 
iſt, fo wird, wenn man x — e ſetzt, 


12 SAC T (CX TIA T 2x2 — ax — 12 — ix 


es 2xlx — (2x 1 12 f ax 
und alfo 


17 — 2C — 212; folglich 2C = 12-, und 


"Cum Alam 
Auf dieſe Art findet man in Decimal⸗Bruͤchen 
C = 0,9189385332046727417803297 
unb zugleich die Summe un Reihe 
A $5 825 


a e Eel te e 


$. 159. 
Nachdem man fo die beftändige Größe C — 3127 ken⸗ 
nen gelernt hat, kann man auch die Summe jeder Menge 
von Logarithmen aus es Reihe 11 flo f 13 Tic. angeben. 


Denn ſetzt man 
RE e 


ſo wird 
9f 9$ € D 
sioe f ( TA A rre Ex 
+ ic. e [4 z 


wenn nemlich die Logarithmen hopecbellſche find. Iſt aber 
von gemeinen Logarithmen die Rede, ſo muß man auch in 
den Gliedern $122 F (x 1 Ela füc127 und Ix die gemei⸗ 
nen Logarithmen nehmen, und die übrigen Glieder der Reihe 


— 
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no 2 3.433 Toc mit 0/434204481903251827 


zz n multipliciren. In dieſem Falle hat man für die gemei⸗ 
nen Logarithmen i 
Ik = 0,497149872694133854351268 
12 = 0,301029995663981195213738: 
712r ss 0798179868358115049565006- 
312 = 0,395089934179057524732503 


Exempel. 


Die Summe der erſten tauſend gemeinen Logarithmen 
zu finden. : 
s-zitTiotiat......T 1100. 

Ge (ft alfo x = 1000, unb Ix =  3,0000000000000 
und daher wird  x1x = 3000,0000000009000 
31x =,  1,5000000000000 
alar = _0,3990899341790. 
3001,8990899341790 
ſubtr. nx = 434,2944819032518 
t 2567, 0460603090272 


? 
Dann iR d es 0000161912068 


(ubt. ER, = . 0,0000000000012 
0,0000361912056 
add, 2567. 6046080399272. 
die geſuchte Summe s = 2567,6046442221328.- 
Da alfo s der Logarithme eines Produkts von taufend Zah⸗ 
len 1.2.3... 1000 iſt, fo erhellet hieraus, daß dieſes Pro⸗ 
dukt, wenn man es wirklich ſuchte, aus 2568 Zifern beſtehen, 
und zu den Anfangs⸗Ziferg dieſe 4023872 haben würde, 


s M s $. 160. 
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$. T 
Vermittelſt Meier Summation ber Logarithmen laſſen 
ſich daher die Produkte aus jeder Anzahl von Faktoren, die 
in der Ordnung der natürlichen Zahlen fortſchreiten, nähes 
rungsweiſe angeben. Hieher gehört vorzüglich die Aufgabe: 
den mittelſten oder größten Coefficienten jeder Poteſtät des 
Dinomiums (a T b)" zu finden; wo zu bemerken iſt, daß es, 
wenn m eine ungerade Zahl bedeutet, allemal zwey mittlere 
einander gleiche Coefficienten giebt, die zuſammengenommen 
den mittelſten Coefficienten der naͤchſten geraden Poteſtaͤt ers 
zeugen. Da alſo der groͤßte Coefficient jeder geraden Po⸗ 
teftàt doppelt fo groß ijt, als der mittelſte Coefficient der vor⸗ 
hergehenden ungeraden Potefät, fo ift es hinlänglich, wenn 
dieſe Aufgabe für ben größten Coefftcienten der geraden Pos, 
tefi&ten aufgeldſet wird. Es fep demnach m — 2n, wo der 
mittelſte Coefficient : 
* en(an— Nan —2Y2n —3) .... h 1) 
FÜÉOR - 3 ea 
iſt. Man ſetze denſelben = u, fo hat man 
E, 6s 2n 
FFF 

und wenn man die Logarithmen nimmt, 

u = 11 T 12 f % Ft kn 
— 211 — 212 — 213 — 214 — 215,. . . . — 2ln, 


u e 


A, 161. 


Braucht man die hyperboliſchen Logarithmen, fo wird 
Ir 12 F Ii TI . len 


512 f$ (anf ln T Qn +3)l2 — 2n 
9t bi G 
t 1.2,2n T 3.4.23n3 t 5.6.2$nf fu. 
unb 
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N 
und 


211 T 212 f 213 f 214 .. „ $2ln * 


-— 
— 


ER 235 28 


1 Jn — . anz 5. En? 
2 (2n t I In N ian bo " 
Zieht man diefen Ausdruck von jenem ab, fo bleibt 
B C 
u = — Als —4 12 ur n 
u ZI — iln F an EET "Ye ien 
— x. 
2A 4 235 26 
I.2n 3. Ans 5.6nf 
Toe 


unb nimmt man je zwey unb zwey Glieder zuſammen, fo 
wird : 
22n 3A 15 B 63 C 255 D 
ucl — — ——— 4 —y——ä— 
Ynx L22n 3.423n3 | 5.625nf 7.8.2717 


— dec. 
Es ſey Ga , 
3 A sas: qe 5 63€ — 255 D 1 » 
1.2.22n2  3.4.24n4 5.6.29n6  7.98.28n8 
A bi. C D 
NT 2*n2 t 24n4 T 26n6 t 28n8 T de.) E 
fo wird 
2*9 A B 
lumi. anl ho T ang T Seng P 
und alfo 
Lie? 


7 B - 2 
— 2n 
22n2 t 24n4 bes TTE + e. Yür 


Zë ee 
Setzt man aber an zz m, fo iſt 
Vcn 
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A B [^ D 
Kt ; ³² mags P pass ＋ ꝛc.) 
A B 0 D E 
mà Lea lam bns rx Tox 
A? AR AC AD : 
7 2m4 më mä mtoO — 
e BB BC 
Em - nf 4e 
An Asp. A2C , 
i PR — 
AB2 
T wg Tox 
A4 ASB 
"ds mro =.“ 
As 
1 
und da dieſer Ausdruck dieſem folgenden gleich ſeyn muß: 
0 SP. 
1. 2m 3. m4  5.6m6 7.8 m8 : 
fo wird 
A c 3" 
1.2 
A2 158 
SCC 
$ 3 
f 63 C 
un See ES ki 
2558) 
DzACTib—aABI Es 
E AD T BC — A2C— AB? } Arp qr SR 


ZC, 


N Da 


n D 
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§. 148. 
zo Red ae A E^ EE 
Da alfo Tm m e ‘= 42’ er, 


5 im RES 
E "mi ift, fo wird 
Ac 


„B=— 


folglich 
22n 
— — ä ꝓ6—öͤä- 4 ———ÿ— — — 
EL ON. E 7 _ 9903! 
crar dr crc ne 
oder 
ei 121 104969 - 
UMP — Wut 213,3.5n° feinen een 
- Vn 
oder, wenn man jene Erhebung der Reihe wirklich vornimmt, 


naͤherungsweiſe, : 
zan 


u 


1 5 
i ä — — Tc. 
Yos T Hs ""'aabn3 ^ 16.128n4 ) 


Demnach verhält fid) das mittelſte Glied in (x F Dan zur 
Summe aller Glieder 22 wie 


1 ie 5 
Rune T 32n2  128n3  16.128n4 v) 


e: wenn man ber Kürze wegen 4n = » ſetzt, wie 
` iu 
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I $237. 5 
ijv ns ` 5 857 1 ige 79) 


Erfies Erempel. 

Man foll den mittelſten Coefficienten des entwickelten 
Binomiums (a b) ro finden, wovon bekannt ift, daß er 
16.9.8.7.6 

1.2.3.4.5 

Wenn man die letzte von den für u gefundenen Formeln 

braucht, ſo iſt 


=: 252 ausmacht. 


1 
— == 0,0500000 
4n 


\ 


— = 0,0012500 
32n2 i 
Es 0,0512500 
ſubtr. —— = E: 625 


0,0511875 


39 
0,0511836 


ſubtr. 


I — 
16.128: 128n4 


Alſo iſt ı F E Tic = 1,0511836. Davon ift 


ber Logar. = 0,0216784 

In = 0,6989700 

Ir = 0,4971498 

1,2177982 

Ivnstt Tic.) = 0,6088998 

von 1222 — = 3,0102999 
In 2,4014008, folglich 


n 2 252. 


Zwey⸗ 
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Zweytes Exempel. 


Man ſoll das Verhaͤlrniß finden, welches das mittelſte 
Glied des Binomiums (t 1) TO zur Summe aller Glie⸗ 
der 2100 hat. X 

Wir wollen dazu die zuerſt gefundene Formel 

FERN 331 1535 2636 ` 
nz 8 1.2.2n'3.4.23n3  5.6.25n5 T ic. 
brauchen, aus welcher fi), wenn an — m geſetzt wird, um 
die Poteſtaͤt (1 T 1)" zu bekommen, und nach der Subſtitu⸗ 
tion der Werthe der Buchſtaben A, B, C, D, ic. folgende 
Beſtimmung ergiebt: 4 


2m f I à 17 37 
Iu pario. rcl. T—— — 
Vm 24m3 20mS lam? 46m? 
SC 89K 
T SE Dé 


Da die hier vorkommenden Logarithmen hyperboliſche Loga⸗ 
rithmen ſind, ſo multiplicire man ſie durch 

k £2.0,434294481903251 
um an ihrer Statt gemeine Logarithmen zu erhälten, Auf 
dieſe Art wird 


e 2m Ei E i Mk 2 
Pe: 4m 24m3 . 20m$ 112m7 36m9 


So, 
Da alſo u der mittelfte Coefficient ift, fo ift das geſuchte 
ee ame u, und folglich 


Su ar 2k . ik bolk 
4m aom?  112m7 36m? Hamm 
R . 


Nun iſt, weil der Exponent m S 100 iſt, 


k k 
pU = 5,0043429448; ber: = en — 


192 Zweyter Theil. Sechstes Capitel. 


k 
ve Se 0,0C00000900 
HIE 
folglich 
: 736 
55 == 0,0010857362 
k 
——— == 0,000000018I 
24m3 
—— 
g % 10857181. 
Ferner ift ir = 0,4971498726 
lim = = 1,6989700043 


lims = 2,19611937 769 
er — 1,0980599384 


SB 
Ss Te = CGOESBS TIE 
1,0991456565 = E 


2188 
Folglich iſt —— =12,56451, unb es verhält fich das 
her in der Poteftät (rt pjroo, wenn man dieſelbe ente 
wickelt, das mittelſte Glied zur Summe aller Glieder wie 
1 zu 12,56451. 
, $. 163. 
Es bedeute nunmehr das allgemeine Glied z die Expo⸗ 
nential⸗Funktion ax, oder es fep die geometriſche Reihe zu 


ſummiren: 
s A FT az T 43 Fal T. „ &. 
Da dies eine geometriſche Reihe iſt, ſo weiß man ſchon, daß 


die Summe s — D zt ift, wir wollen aber dieſelbe 


nach der hier erklärten Methode ſuchen. Da alfo 2 = ax 
ift, 
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b ax ! 1 e ^ 
ift, fo ift LZ dx ebe denn deſſen Differenzial ift axdx. 


Ferner iſt nunmehr 


dz d d3z 
— ee al —— e a Ilan —— zaXla)3; 2c. 
= axla; 5 at(1a)* ; a: (az: 1€ 
olfo 
9r 9$ € 
sant T T5 e Leh) UPPER REO 
2.34 
: fc. 


ilm die Conſtante C zu beftimmen, fete man x — o, und da 
alsdann s = o wird, fo ergiebt fid) 


1 1 A B 
. Lu 1 ue 3 — x. 
- la 2 142 et 122.3 "o 2 
und es wird ST 
A 
E Sg eer 72 — a ed e 
Sr (ax 7 2177 14 ge, Tz 508) 
ee 
ax er i 
Da alfo s ze Si ift, fo wird 
— SS — d 2 tas — Lai T a, | 
Bet 12,3 


wo la den ER miis von a bedeutet. Diete 
aus fließt 
(a ＋ 1 la E id EON Sag. Ca) Le 
2(a — 1) 1.2 1.2. 1.2.3.4 4 18 
und fo laͤßt ſich alſo bie Summe dieſer Reihe angeben 


\ + $ 164 
Es fep das allgemeine Glied 2 fin. a x, und 
S ſin. a I fin.2a t ſin. 3a .. . ſin. ax. 
Da dieſes eine wiederkehrende Reihe iſt, fo laßt (ie ſich eben: 
falls ſummiten. Es ifr nemlich 
Eulers Diff. Rechn. 2. Th. I. Abt. N s= 
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NELI + ſin. a eur fin. (ax t a) > 
5 = 


1— 2 ofa T 1 


ſin. a^ (t — cof. a) ſin a: * — ſin. a coſ. a x 
2 — ec a) 


Nun iſt aber 


FT Teoſtax 


a :£:2cof. ass E fi 
Tiro 501. aX 5 ee à à ſin. a x 
d3z Seet d*z " 
—a á 3 — 
Tea cof. ax; ES a$cof ax 
Héi 
1 I f. 3cofax 
s=C—- Boda TT SBa3cofas 
2 2 1.2 1.2.34 
Cas coſ. ax ee 
— T . iC. 


152 Bi 6:767 392... 
Man ſetze x — o, damit s — o werde, ` bekommt man 


1 Aa 3 2 
S Ba er e Es 
4 1.2 .CE2209.9 1.2 6 
folglich 


s— 


Ma Sa? Cas 


eee, 4. e 3..6 — 


— cof. ax) fin. a 
Da abet s — A lin. ax 10 GET aj II wird 


fin. a Za Vas Cas 
— — —— Genie mu — — e A 
2(1— coſ. a) a 1.2 1.2.3.4 . 12...6 
— ZE ; 
und eben diefe Reihe haben wir bereits oben $. 127. gehabt. 
g. 144. 5 


Nun fep 2 — cof.ax, und die zu ſummirende Reihe 


s S cola F coſ. 2 a F coſ. 3 a 1. coſ. ax; 
wovon, 
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wovon, da es eine wiederkehrende Reihe iſt, die Summe 
coſ. a — I coſ. ax — cof (a x ꝙ a) Gë 

Se ar en 

— 4 * 2 coſ. ax E cot. 3 a. ſin. a x 

wird. Um aber dieſelbe nach unſerer gegenwaͤrtigen Me⸗ 
thode auszudrucken, ſo iſt 


Som 


I d 
fzdx = fdxcofax = —fin,ax; I = —alınax; 
a dx 


d3z ds 2 

Sas ſin. ax; — = as ſin. ax; ic li 

425 Nr. affin.ax; x. Folg ich 
1 A a ſin. ax a3 ſin. ax 

gz b na nar 
a 1.2 I.2.3.4 : 


Es ſey x — o, fo wird s o, und C 25 ; folglich 

Aaſin. ax Basſin. ax kän 
1.2 1«2:3:4 

Da alfo — — & T Zcoſ. ax FFcot, Zalın,ax ift, fo wird 

wieder, wie wir bereits gefunden haben 


S = Ticolax 4 i fin.ax — 


d T Aa Bas . Ga$ 
Scot.Ja = — — — —-——————-—— — «x. 
a 1.2 1.2. 3. 4 Nea 
$. 166. 


Da, wenn a irgend einen Bogen bedeutet, 
Ze 3a ſin. a Tina ſin. 3 a T 4 ſin. 4a F ꝛc. 


ift: fo wollen wir dieſe Reihe betrachten, und 2 = Za ax 
ſetzen, ſo daß 


S — ſin. a # Hin.2a f Af. 3a T. ° T hin ax 


ſey. In dieſem Falle wird fzax = bn a, ein Inte⸗ 
gral, welches fich nicht darſtellen läßt. Es ift aber 


T dz 
115 | N 2 | dx 


, 
^ 
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dz a 1122 
— —cofax — — ſin. ax; 
dx ^ x x2 
ddz a2 C! 2 
— 2 — —fimax — -—coíax 1 — ſin. ax; 
2 * x? x3 
d3z 
= — —cofLax' 1 —lin.ax — coſ. ax 
dii t t 
— — (max; 
xA 
d4z 24 44 12a2 
— — fin. ax T —oolax — fin.ax 
dx4 


24a 24 
— ——cóf.àx — (in. a x. 
5 € x T ILLE. 


Da wir aber weder die Integral Formel fzdx entwickelt 
darſtellen, noch dieſe Differenzialien bequem genug aus⸗ 
drucken koͤnnen, ſo ſind wir auch nach der bisher erflärten 


Methode nicht im Stande die Summe dieſer Reihe ſo zu 


beſtimmen, daß fib daraus etwas ſchließen ließe. Eben dieſe 
unbequemlichkeſt Stellt ſich bey ſehr vielen andern Reihen 
ein, fo oft nemlich das allgemeine Glied nicht einfach genug 
ift, um zum Ausdrucke bequeme und nach einem leichten Ges 
ſetze fortgehende Differenzialien zu geben. Aus dieſem 
Grunde wollen wir in dem folgenden Capitel andere allge⸗ 
meine Ausdruͤcke fuͤr die Summen ſolcher Reihen aufſuchen, 
deren allgemeine Glieder entweder zu zuſammengeſetzt find, 
oder gar nicht gegeben werden koͤnnen. Insbeſondere aber 
fällt die Unzulänglichkeit der bisher erklaͤrten Methode in 
die Augen, wenn die Zeichen der gegebenen Reihe abwech⸗ 
ſeln. Denn ſo einfach alsdann auch die allgemeinen Glieder 


ſeyn moͤgen, ſo laſſen ſich doch die ſummirenden Glieder die⸗ 


ie Reihen nach jener Methode nicht bequem darftellen, 


E A 


Sie; 


| Siebentes Capitel. 


Fortfuͤhrung der Summation der Progreſſionen 
durch unbegrenzte Reihen. 


F. 167. 


U. die im vorhergehenden Capitel erklaͤrte Summations⸗ 
Methode zu ergänzen, wollen wir in dem gegenwärtigen 
ſolche Reihen betrachten, deren allgemeine Glieder mehr zu⸗ 
ſammengeſetzte Ausdruͤcke ſind. Da alſo der gefundene Aus⸗ 
druck bey den geometeifchen Progreſſionen, fo leicht man 
auch auf andern Wegen die Summe derſelben finden kann, 
gleichwohl die wahre Summe nicht giebt: ſo wollen wir zu⸗ 
voͤrderſt ſolche Reihen unterſuchen, deren Glieder Produkte 
aus den Gliedern einer geometeiſchen und irgend einer an⸗ 
dern Reihe ſind. Es ſey daher dieſe Reihe gegeben: 
1 2 3 4 Ge 

s S ap T bpz F eps Tdptt......typ* 
welche aus der geometriſchen Reihe p, pa, ps, 1c. und einer 
andern a T b ct d 5 ac beſteht, in welcher das zu dem 
Anzeiger x gehörige Glied — y ift; und dabey werde ges 
fragt: Welches der allgemeine Ausdruck fuͤe den Werth ih⸗ 
rer Summe s = S.yp* fep? 


g. 168. 
Wir wollen uns bey der Beantwortung derſelben eben 
der Schlußart bedienen, welche wir oben gebraucht haben, 
: N 3 x und 


* 
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unb v das Glied bedeuten laſſen, das in der Reihe a t b 
ct diti. vor y vorhergeht, fo wie A dasienige, fo feine 
Stelle vor a hat, oder zu dem Anzeiger o gehört. Bey die: 
fen Vorausſetzungen ift vpx-X das allgemeine Glied der 
Reihe: 
. py. 3 4 x 
A T ap f bpz Top T.. . . vp 

und bezeichnet man die Summe dieſer Reihe durch S. vpx- z, 
ſo hat man 


- 
S$.vpx-I = AW. = 8. yp* — PRS T A 


Da aber 

35 ddy d3y 
Sage gar 
ift, fo wird 


d4y 
24dx4 .— 8 tat 


ad 


8. yp* — ypxtA= S ne p 4 Gear Ae 


dx zp dx? 

und N 

d'r 
S. Xm — LA E Annan * 
* 0 E De DA Re: RE 


Tx) 
Wenn man alſo die ER Glieder der Reihen kennt, 


ddy d3 
deren allgemeine Glieder s ad 3 Sp" ꝛc. find, fo 
ift man aud im Stande, daraus das ſummirende Glied 


3.y px zuſammen zu ſetzen. 


| $ 169. 
Hieraus laffen ſich ſchon die Summen der Reihen bes 
ſtimmen, deren allgemeine Glieder unter die Form x»px ges 
hören. 


H 


S LU 
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bóren. Denn es ſey y — x^; fo wird A o, wofern nicht 
etwa n o iſt, in welchem Falle A — 1 ſeyn würde, 
Und da 
E ddy un 1) 1. 

K 2dx2 - 1.2 
3 — — 25 
E 

‚6dx3 1.2.3 
ift, fo befommt man 


es 


3 : x n(n—1)  .,. 
Lt dum n s IpX ＋ 55 Ap* 
n(n — 1)(n—2) 
TM [BENE 
n (n — 1) ( — 2) (—3) 
E EE 
Hieraus fließen folgende Summationen, wenn man für n 
nach und nach die Zahlen o, 1, 2, 3; 1c. ſetzt; und zwar wird 
im erſten Falle, wenn n — o ift, A I, in den übrigen 
aber AS o. , 


g,xn-3px 


$,xn-4pX* — 1€.) 


px zP.gp*—D 


S,20pX=5.p* pp) 
p—i p—i Pr 


welches die bekannte Beſtimmung der Summe einer geome⸗ 
triſchen Progreſſion iſt. 


(p— (p— US 

pxpX- .p(p*— 1) 

oder S,xpX = —— — L———— 
x p—1 (p—1)7 


S.x2p* = ere — aS.xpx 4 S.p?) oder 


T p(p T 1(px— 1) 
"TM pi (p— 10? (p— 1)3 


CR = Gps. rap. } 3S.xp*— S.p*) 
Wee D 


N A oder 
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oder 
See ee See 
opu Aperi) (p— 1)3 
_ P(pp t ap EDC — 0 D 
(p— 104 , 


Geht man auf dieſe Art weiter fort, fo findet man zwar nach 
und nach die Summen der hoͤhern Poteſtaͤten, indeß laͤßt fido 
dieſer Endzweck bequemer durch den allgemeinen Ausdruck 
erreichen, welchen wir nunmehr erklaren wollen. 


$. 170. 
Da wir geſehen haben, daß 
sy prt — Ap — * 4 * ＋ 8 IRL 
P '2dx2 


L8 E ,P* T us à 
it; wenn A eine fole beftánbige Größe bedeutet, daß die 
Summe = o wird, wenn man x Do nimmt, denn in dies 
fem Falle wird y = A, und pf — Ap: fo fónnen wir 
dieſe beftändige Größe aus der Acht laffen, wofern wir ung 
nur daran erinnern, daß allemal eine ſolche beſtaͤndige Groͤße 
zu der Summe geſetzt werden muͤſſe, wobey fie, wenn x o 
wird, verſchwindet, oder irgend einem andern beſtimmten 
Falle ein Genuͤge thut. Setzt man alſo 2 anſtatt y, fo wird 

p*txz I dz 1 KE dz 
EE ut ars poc ree tu es 
I d3z T d4z 

unc orf uar 


1 d 2 
—— 3.5 * — ꝛc. 
320(p—1)* P dx 7 1 
Ze ddr dia 
Sept man ferner nach und e, E daa) ii , an bie 
Sir von yı fo bekemmt man 1 


8. 
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FAE d. 1g P. He coro y re 
dx p—1 dx . p—t "dua 2(p—41) . dx3 
— X. di 
KE e dd: Lig pum, I Pu 
da Si da pt dei 'a(p—I) di, 


p*d3z — p d3z I EIL I e EZ 
tdi "e de) per ée ap) ^ de. 
d — N. 


Subſtituirt man alſo nach und nach dieſe Werthe, fo erhält 
man für 8. p*z folgenden Ausdruck: 


8 p*'xz r pXtt dz gpxtt ddz „pK ds 

d E vom me ——, — . — —— — 

-— p-ı (b-ı) dx (p—1) dx2 (p—1) deii 
pT d4z Haas dës 


5 (pi) dx4  (p—1) G 


Héi 


$. 17K t 
um die Werthe der Buchſtaben e, 2, , 2, $, 1, zu fita 
den, fege man für jedes Glied die dafuͤr vorhin gefundene 
Reihe; nemlich 


i: xd dz 
pres S. x Wo te sid en 
Pi. ` "ët dx Aper). dx* 

Xd3 1 ` 
t 8. = x SE 1C. 
iu 

px*irdz p*dz Y... pXddz . I p*di 
| 2 D. tL — 5$. — — ——À 9. 0 
(p—ı)da ` 8. dx - da — 2(p—1) deih 

ax 4 a 

XI xdd xd3 
ZA ar UO E EE 
(p—1)dx2 dx a p. — 1 dx 

xtrd3 e T ET n 

D CS ES Sé 


Geet D dx3 | 
$5 E 


^ 
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Wir haben alfo S. pxz = S. p*z 


ie Ee LR. Ad 1 Ped äis — 3 
p-1 dx ap-1) xz 6ip— 5 dx3 
e x 
T 4 p—t TS 
8 
T 8 


en "2 
und finden daraus folgende Werthe für die Buchſtaben «, &, 
E 2, 16. 


AE 
Le, d 
c. 


$. 172. 
Es ſey der Kuͤrze wegen SE = q, fo ift 
* E 
B-aqtig-—qqtiQ 
y — 5 4 f 5 = ga’ tot zg 
) — 10 7 24 T 54 T ad = 44 f 2d T deg T 23 
se = dq 27 T 589 T 21289, 
oder 
j — f iq tig tr 
x 


Zog f 24 f 54 tiq? f 
16 


459, und 
859 E T. 3259 


oder 


| 
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oder 


— 6 + 69? K 4 


f * 


ui Gi 
244 t 364? T 142 t q 
1552 73.4 


12047 f Së t 1509? t 302 ta 


2 


«3.4.5 
72095 t pe) T 156044 ＋ 54003 t 6292 fq 
3.4.5.6 
„_. BOUET T15120q S 1680oq* +8400g* T 18069? 1126q^tq 
1.2.3.4.5.6.7 
X, 


wo jeder Coefficient 16800 entſteht, wenn man die Summe 
der beyden vorhergehenden 1560 + 1800 durch den Expo⸗ 
nenten von q, der hier = 5 ift, multiplieirt. 


^ 


54-173 


; 1 
Setzt man nun aber anſtatt q ſeinen Werth $23 , fe 


5. 1.2.3(p— 103 


T 


55 


pti 


— 


EK 1. (ðp- 


pp T4 T TL 


— u— ö 


p T IIpZ TIIpTI 
1.2. 3.405 1) 4 = 
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CES b t 26p3 T 66p2 Ta6ptt 
(1.2.3.4. 5(p — 125 
e zu Pft 57p4-T302ap*t 302p? 57p. P 1 
1.2.3.4.5.6(p— 1)9 ; 
E p$TI20pfTi1gip4To416p3 A IT91p2  I20p T T 
em 1.2.3.4. 5. 6. 7(p— 1)7 
ꝛc. 
Das Geſetz, nach welchem dieſe Groͤßen fortſchreiten, iſt 
dieſes, daß wenn man irgend ein Glied 
pu- r Aph- 3 d Bpe-4 T Cpn-* T D pn Tx. 
1 1.2. 33 „ — I)(p — 1)n-1 
fest, alsdann 


H 


= OD pn 


4 y n(n—1) 
B e 32-1—n.2? ee 
CC A- -n. Zu- x ein A = nín--1Xn—5) 
ZS 1.2 1238883 
DS Su- S m quor PO Ds Y n(n--JXn—2).. 1 
f 1.2 1.0300 
EE 
1. 2.3% 4 
%s 


wird, wornach ſich die Coefficienten e, &, v, 2, 1€. fo weit 
man will, fortfegen laſſen. 
: §. 174. 

Betrachtet man das Fortſchreitungsgeſetz dieſer Coeffi⸗ 
cienten genauer, ſo nimmt man bald wahr, daß dieſelben 
eine wiederkehrende Reihe bilden, und ſich ergeben, wenn 
man den Bruch 

1 
u2 u3 u4 
P—! 20-1) -6p—n A = 
g ent 


Hei 


I se 
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entwickelt, indem man dadurch dieſe Reihe bekoͤmmt: 
I Tau f Bu2 T yu3 F 2u4 t eus f eus T 1G 
Man fepe jenen Bruch = V. Da alsdann : 


e Kack 
— u? u u^ 
ift; fo wird 
y BI 
peus 


wo e die SE bedeutet, deren boprebcliſche bogorühme eem ZK 
iſt. Druckt man nun V durch eine Reihe aus, und zwar 
nach den Poteſtaͤten von u geordnet, fo erhält man 

v= ITZu Tu Tyus t2u47:u$ Teus bn, 
und die Goefficienten a 8, v, d, ꝛc. find eben diejenigen, wel⸗ 
che wir bey unſerm gegenwörtigen Geſchaͤfte brauchen. Hat 
man alfo dieſe Coefficlenten gefunden, fo iſt 


„pt adz dd: daz Jda: 

DN e — Ka — —⅛— UE rM, 

$.pXz PD EP d» dui. EZ X) 
E C. 


und dieſer Ausdruck quit das mers E der 
Reihe: : Lëtze 2 
"reper Mes arb 
deren allgemeines Glied == p*z iſt. 
: qz 170. 
Da wir i 


p enu 71 ` 
: gefunden haben, ſo wird 
ui ge icm 
N 
und, wenn man die Logarithmen nimmt, 
u· ICY - pT) - l PI 
| : und 
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und hieraus durch die Differenziation 
(p- dy 
p V2 — (p- i) 
cb (p— Ddv 
„ 
Da alſo 
po rper at Uis. od Ix. 
ift, fo wird 
pV2 —pTa2eput 2060p 2ypu3 T 229pu4 T 2:pu$ T 1c. 
? T a’pu? T ze&pu3 ;F 2evpu* T 222pu* T 1c. 
T 82pu4 f 28paf f c., 
(p- VSP) t«(p— tut 3(p—i2u? t v(p—1,u3 
T ?9(p—1)u4 T «p—nDu$-T2c. 


D ett Date ae 


T5(p—1)e* t 6(p—1)£u* f 1C. 

unb eg die Vergleichung diefer Ausdrücke ergiebt ſich 
(p - e 1 i 

2(p— 1) — «(p t1) 

3(p— 0v = p TI) T 4p 

&(p—1) — v(pt1) t ae 

5(p— 1): — Xpt1) T zap T 6p 

6(p— 1$ = „ T1) I 2% f28vp 

7(p— D» — ep TI) T2ep T 289p T vyp 

x. 

Wenn man in bieten Formeln fuͤr p eine n Zahl ſetzt, 
ſo findet man die Werthe der Coefficienten a, B, y, 9, ꝛc. weit 
leichter als nach dem zuerft entdeckten Geſetze. 


N $. 176. 
. . Ge wir die beſondern Fälle in Anſehung des Werthes 
von D unterfuchen, wollen wir 2 u ſetzen, ſo daß die Reihe: 


s= 


du = , daher denn 


* 
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5 zs p T 2p f37p3 Papa I.. T xnpn 
zu ſummiren ſey. Als dann iſt nach dem vorhin gefundenen 


Ausdrucke 
iJ pptp n(n—D 
Du —— Dxli- li n-2 
= (pe SSC dad rae EL 2. 
SE Tap? Tp) n(n— 1)(n — — 2) 
(p—24-- I 2. 3 
— — 


— 
szzp*( 
d pP 


xn-3 Pac. 


fo daß durch dieſe Conſtante s = o werde, wenn man x —o 
ſetzt. Schreibt man daher für n nach u nach die Zahlen 
6, I, 2, 3, 4, 1c. fo wird 

P is 


E E p—ıI 
p CE 
X — — 
Sane = et G t (p—D* ^ 
EE S PIE PIU 
p—r (=I) (p.15 ^ (p—1)3 


3px? ,3P(ptOx ` p(p*tapti) 


S.x2p= ce 


x3 
3 ET ti 
8. x p* p e (p 102 (p — 1j? (p—1i)4 


" p(p2 T ap TU) 
n 
8. ere gu . eee eee 
zt Ni PD 
most), pp3tirpz*tipti) 


(p— N (p—1)* 
Sp Bit? — 2 5pxtix4 10(p t ı)pXt1x3 
5 p—t (p—1)2 (p— 123 
25 1o(p T4pTOpx?x? | s(p*trip*Triptr)pXii 
(p—1)3 | p15 
Ce. 26p3 t 66p2 T 26p T 1) (pxtz—p) 
(p— 10 


S. xc px 
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sui pero bree 1 ht Sens 
? Pi p Aë (p—1j3 
20(p* F4pT1)pXt!:3 , 15(p?tnp? pti pite 
mue ue E D NE 
diia T36p3 466 pa T 26p T D pxtzx 
(p—1)6 
Ip 30:p? 302p ap) px? 1 —p) 
(p— 127 
dc. : 
$. 177. 

Hieraus erhellet, daß es allemal moͤglich ift die Summe 
darzuſtellen, wenn z eine ganze rationale Funktion von x aus 
der Reihe iſt, deren allgemeines Glied durch pxz ausgedruckt 
wird. Denn ſucht man die Differenzialien von 2, ſo kommt 
man endlich auf ſolche, die verſchwinden. Wird z. B. die 


Reihe gegeben: | | 
Pap? f 6p3 propt K. 2 : 


xx Tx, dz ddz 
2 


LL weil 2 gerri — Sg 


dx 
das ſummirende Glied 
pu RT p ce pt 
052 Tix — 5 E s = en} P" 
p Pto 265 
p-ı\2—D)2 20 1) 
oder 


— E x Aes PIE , ——)- ll 
2(p—1) 2(p—1)2 ka (p—D5 
Wenn aber z keine ganze rationale Funktion ift, fo läuft 
der Ausdruck des ſummirenden Gliedes ohne Ende fort. Iſt 


3. B. 2 E oder folgende Reihe zu ſummiren:; 


» 
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1 
s—ptip tient 4b .. 1 mm 


ſo bekommt man, weil 
dz t adde 2 das 23. d4z 2.3.4. 
ax “ xx' dx2 Tad de 4 daa EP 
das ſummirende Glied 
82 


E Fett, HEEN 
er x (p—u)x 9 Pe I ) 
4€ 


Allein in dieſem Falle kann man die beftändige Größe C 
nicht auf die Art beftimmen, daß man x — o fepe, Nimmt 
man alfo x — 1, éi wird, = dann s — p wird, 


pri pp T ApT IL 
8 * Sesam 
$. 178. 

Wenn alſo p feine beſtimmte Zahl bedeutet, fo erhält 
man hieraus wenig Vortheil zur Ausdruckung der Summen 
durch die Naherung. Es erhellt aber zuvoͤrderſt, daß man 
fie p nicht 1 ſetzen darf, weil dabey alle Coefficienten e, 8, 
v, 9, 1c. unendlich groß werden würden. Da alfo die gegen⸗ 
waͤrtige Reihe durch die Subſtitution von p — 1 in bic vor⸗ 
hin unterſuchte uͤbergeht, ſo iſt es kein Wunder, wenn man 
dieſen unter allen leichteſten Fall doch nicht daraus ableiten 
kann. Ferner iſt es merkwuͤrdig, daß die Summation bey 
pl das Integral fzdx erfordert, da doch überhaupt die 
Summe ohne irgend ein Integral dargeſtellt werden kann. 
Wenn alſo alle Gocffictenten 4, &, J, 2, 1c. unendlich werden, 
ſo tritt auch das Integral ein. Uebrigens iſt dies der einzige 
Fall, wenn nemlich p — 1 ift, auf welchen fid die gefundene 


allgemeine Formel nicht anwenden laͤßt, und man hat nicht: 


Eulers Diff. Rechn. 2. Th. 1. Abth. O Urſache 
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Urſache, deswegen die gedachte allgemeine Formel zu verwer⸗ 
fen. Denn obgleich alle einzelne Glieder unendlich ſind, ſo 
heben ſich doch alle Unendliche in der That einander auf, und 
ſo bleibt bloß die endliche Groͤße uͤbrig, welche der Summe 
gleich und mit derſenigen uͤbereinſtimmend iſt, welche wir 
nach der vorhergehenden Methode gefunden haben. Dies 
wird weiter hin ausfuͤhrlicher aus einander geſetzt werden. 


. 170. 
Es ſey alſo p — — 1, wo folglich die Zeichen in der 
Reihe abwechſeln werden: 
1:42 TE en x 
— arb -er e tz 
und dabey ift 2 pofito, wenn x eine gerade, negativ aber, 
wenn x eine ungerade Zahl iſt. Setzt man alfo 


scc—atb—ctTtd—..... ‘_. 
fo wird 
Er, «dz 2 yd3z 3d4z 
sa —2— SUE ne a a 
2 Bee dx3 dx4 x) 
xs 


und das obere Zeichen gilt, wenn x eine gerade, das untere 
hingegen, wenn x eine ungerade Zahl bedeutet. Veraͤndert 
man daher die Zeichen, fo bekommt man 
a - bre dre - ff. E 8 E 
«dz Bddz — 7432 2d4z 
VEG Nr. das ee dad 


dx dx2 dx3, 


TC 
und die Zeichen richten ſich nach eben dem Geſetze. 


— x) 


$. 180. 


In dieſem Falle laſſen fi) die Coefficienten a, 8, v, 2, 
$, 6, ꝛc. aus den vorhin angeführten Werthen finden, wenn 
T: man 


€ 
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man allenthalben — 3 für p fett. Noch leichter erhält man 
fie indeß aus den allgemeinen Formeln $. 175, woraus ju; 
gleich erhellt, daß fie wechſelsweiſe = o werden. Denn ſetzt 
man p = — 1 fo gehen jene Formeln in felgende über; 


— 


— 


— 


— 


46 
67 


105 


124 


e est 
=o 
=o— 42 
BI 220 — 22 8 
= 0— 22 — 8f 
= O — 229 — 23695 


Hei 


Da alfo 2 o ift, fo wird auch 9 o, unb ferner s o, 
$ — 0o, 10; die übrigen Buchſtaben aber haben folgende 


Beſtimmung: 


„= — 1 


7 — 


a 24 T vy 

= SE. 

ra as 271 

e COST 
1 


$. 18. 


Um die Rechnung bequemer zu machen, wollen wit 
neue Buchſtaben einfuͤhren und ſetzen: 


E A 
“az — 
1.4 
Be 
1.2.3.4 
5a 1 2 


* 
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c 
* 1.2.3. 4.5.6 
1 D 8 * 
1 8I 8 
E 
1.2.7. 18 
it. 
Hierbey ift die vorhin ausgedruckte Summe 
Adz Bd 2 Cd$z Dd7z 
adir ER co ae 
Die Goefficienten aber werden durch folgende Formeln bea 


ſtimmt: N 
A-I 
Bes 3 
3 T2 2 
6.5 
= ——. AB 
50 re A 
8. 4M. 
apen . A0 4 6. BR 
1.2 1.2.31 9 
9E — 10:9 AD T 10:9:9-7 Be 
St 1,2904 
12.11 12.11.10,9 12.11.10.9.8,7 CC 


ur = —,A — — — . 
1.2 EY 1.2.3.4 145 2 


und die Rechnung zu erleichtern druckt man dieſelben noch 
beſſer auf dieſe Art aus: 


2 
B en 
d 2 : 
C c 3.AB 
6.5 BB 
D = 4. AG ege 
ee 
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E = 5. A0 f s. 50 


" . 10.9. 8.7 CC 
F 2 6. AE T 6.——.BD + 6. —: 
2 t 3.4 1 3444 25 10:52 


12.11 12.11. 10.0 
om A fa 22 0? 


D 
Stellt man nun die Rechnung wirklich an, ſo wird 
1 
1 * 
3 
17 
155 = 5.31 
2073 = 691.3 


nnum 


d 


38227 = 71.5461 = 7. 


929569 = 3617.257 
28820619 = 43867.9.73 
2e. 


127.129 
3 


Fa Rom EURO CS 


$.. 182. 


Wenn man dieſe Zahlen mit Aufmerkſamkeit betrach⸗ 
tet, fo läßt fib aus den Faktoren 691, 3617, 43867, leicht 
ſchließen, daß ſie mit den Bernoulliſchen Zahlen zuſammen⸗ 
hängen, und daraus beſtimmt werden koͤnnen. Unterſucht 
man dieſen Zuſammenhang, ſo erhellet, daß ſie aus den 
Bernoulliſchen Zahlen A, B, C, D, E, ꝛc. auf folgende Art 
formigt werden koͤnnen: 

A së, 1. 3A = aß: — ) A 
B = 2. 3. 5 B= 2024 — 1) 
CG 22. 7.94 = 2026 1)€ 
D 2.15. 17D = 2028 — 1) D 

49.9 E t 
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E 2. 31. 33 CE = 20210 — 1E 
F = 2. 63. 65 F 2212 — D$ 
G = 2.127.129) = 20214 CG 
Hz2:255.2579 = 2(216 — OD 

x. 


Da alfo die Bernoulliſchen Zahlen Brüche, unfere Coefficienten 
aber ganze Zahlen find, fo fällt in die Augen, daß die Brüche 
durch dieſe Faktoren weggeſchaft werden, und es iſt daher 
t 


— 


17 

5.31 155 

3.691 = 2073. 

7:43.127 = 38227, 

257.3617 = 929569 

9.73.43867 = 28820619 
5.31«.41.174611 == 1109652905 

IL. = 89. 683. 854513 = 51943281731 

M = 3. 4097. 236369 = 2905151042481 ` 
N = 2731. 8191. 8533103 = 191329672483963 


mc u H 


n e e e eee 


Aus dieſen Zahlen iſt man ds auch umgekehrt im Stande 
die Bernoulliſchen Zahlen herzuleiten. 


§. 183. 
Braucht man alſo die Bernoulliſchen Zahlen, ſo iſt die 
Summe der Reihe: 
ö x 
a—btc--dfe-—....—z 


(2-1) Ad: (24-1) Bd 32 (2°—ı)Cdsz 
ne 2 EC 
1. a dx 1.2.3. 4dxö1 1.2. , dx? 


fe 


＋ 621 — 2 — de 


‚Hier 
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Hier aber erkennt man, daß jene Zahlen nicht durch einen 
Zufall herbeygefuͤhrt find. Denn fo wie man die gegebene 
Reihe erhält, wenn man von dieſer 
a f b TS FEN FE Tz | 
wo alle Glieder das Zeichen + haben, bie Summe der gera⸗ 
den Glieder b. d p e ꝛc. zweymal genommen, abzieht: fo 
läßt ſich auch der gefundene Ausdruck in zwey Theile auflös 
fen, davon der eine die Summe aller das Zeichen T vor ſich 
habenden Glieder und D j 
(ix tin} e „ 
er aer a dx; 

iſt; die Summe der uͤbrigen Glieder aber findet man auf 
eben die Art, welche wir oben gebraucht haben. Denn da 
das letzte Glied 2 zu dem Anzeiger x gehört, fo wird das 
vorhergehende, zu dem Anzeiger x — 3 gehoͤrige, 
ES 2dz 22ddz ` 23d3z 24d 42 

dx I. dx —1.2,3dx3 ^ 1.2,3.4dx4 


-— AE, 


Kg Hé 


und diefe Form erhält man aus der, wodurch vorhin das 


vorhergehende Glied ausgedruckt wurde, wenn man darin 


= für x ſetzt. Man bekoͤmmt alſo die Summe der geraden 


Glieder, wenn man, in die Summe aller, 2 fett x fest, und 


dieſe Summe iſt demnach: 
2 Ada 23 Bd32z 25 Cds ⁊ 
dx tz} M Dass Ee — 1 
Zieht man das Zwiefache diefer Summe von der vorherges 
henden ab, wenn x eine gerade Zahl, oder umgekehrt, wenn x 
eine ungerade Zahl wird: fo ſtellt der Reſt die Summe der Reihe 
0, s E * 
a - bre dre : 2 
dar, und es iſt alſo dieſelbe 
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LI 
iuis 3d: 22.1) 9 dais - (oce 3a 
R Sege b) T.C. 


Dieſer Ausdruck iſt eben derſelbe, als der ſo eben gefundene. 


$. 184. 


Man nehme ſtatt z eine Poteſtaͤt von x oder x», fo daß 
die Summe folgender Reihe: 
V 
zu ſuchen ſey. Da , 
dz n d3z = DUDU. 
— = u-; ee — 35 ꝛc. 
Idxæ 1. 1.8. 3d41 a 
ift: fo wird die geſuchte Summe, wenn man die Coefficien⸗ 
ten A, B, C, D, ꝛc. braucht, : 


A B n(n— 1)(n — 2) 
— 4 d ep Lun — HÀ AN 
TCU EN 4 12 ..3 RR 
Ch(n — D(n— 2) — 3 (o—4) 
ee E 
6 3.48 
Dn(n—1...(n—6). 
gege ` At DEE EEN (n-7 D 
8 1.2. — e 7 B tf 


und das obere Zeichen gilt, wenn x eine gerade, das untere 
hingegen, wenn es eine ungerade Zahl iſt. Die beftändige 
Große C aber muß auf die Art. beſtimmt werden, daß die 
Summe verſchwinde, wenn man x Do ſetzt, und es gilt in 
dieſem Falle das obere Zeichen. Setzt man alſo für n nach 
und nach die Zahlen o, 1, 2, 3, 41 1€.: fo bekommt man fol⸗ 
gende Summationen: 
IJ. 1 — TI - IR. . IS (i) rt 
Iſt nemlich die Zahl der Glieder gerade, ſo iſt die Sum⸗ 
me — o, und iſt die Orieenga ungerade, ſo wird die Sum⸗ 
me rf... 
II. I SE 
Iſt 
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Iſt nemlich die Zahl der Glieder eine gerade Zahl, ſo 
i die Summe = — ix, und im entgegenſtehenden Falle 
2X T 4. 
Il. 1—22 f 3 — 42 1. Fx2=H Bax), 
nemlich für bie gerade Gliederzahl = — Aen — 3x 
und für bie ungerade et Aen T ix 
IV. 1— 23333 —43 T. F x3 —uiGG Tixx—qp-— 
nemlich für b. gerade Gliederz. = — 2x3 — 332 


und für die ungerade = F 3 J A-Z 
V. 1— 2434 - 44. . . F x4 z— x A Tx Z — x) 
newlich für die gerade Gliederz. = — 2x4 — x3 T 3x 
und für die ungerade = 24 T Xx An 
SC 16 : 
§. 185. 


Man erkennt hieraus, daß bey den geraden Poteſtaͤten, 
den Fall ausgenommen, wenn n = o iſt, die hinzuzuſetzende 
beftändige Größe verſchwindet, und daß in bieten Fällen die 
Summe der geraden Anzahl von Gliedern von der Summe 
der ungeraden Anzahl bloß in Anſehung der Zeichen ver⸗ 
ſchieden ift. Wenn alfo x eine unendlich große Zahl fft, fo 


fällt dieſe Unterſcheidung weg, weil eine unendlich große Zahl 


weder gerade noch ungerade genennt werden kann, und es 
muͤſſen alſo dabey die zweifelhaften Glieder weggelaſſen wer⸗ 
den. Hieraus folgt, daß die Summe von Reihen dieſer Art, 
wenn fie ohne Ende fortlaufen, bloß in der hinzuzufuͤgenden 
‚beftändigen Größe beſtehe. Aus dieſem Grunde ifr: 
1—I tr —ı fie. ohne Ende = ZS 


H 2— 
12 72 —4 T: — ZUR 
4 2 
1 — 22 1 32 — 42 Tre... 0 
EE (24—1)5 
1— 2343 33. — 43 Tic. Nox Se m$ as 


$5 K : I cn 
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e 1 — 24 34 — 44 T rc. „„ 0 
c (25—1) € 


EDER 5 — 47 e $9? 9 * 9 — 
1— 25135 — 45 Pic iS P 


1 - 26 36 — 46 Tic. te. 2 0 
N D ^ (285—092 
16: — 8 


\ 


ITm2/’F37 nl EE oe 


x. 
Eben dieſe Summen findet man nach der obigen für diejeni⸗ 
gen Reihen erklärten Methode, in welchen die Zeichen + und 
— mit einander abwechſeln. 


$. 186. 

Wenn man für n negative Zahlen ſetzt, fo wird die 
Summe ein ohne Ende fortlaufender Ausdruck. Es fey 
n — — 1, fo ift die Summe der Reihe 
I 

„„ 3 5 Ze EURER EN 
^ zu 
ioo ee D. 
Da aber die beftändige Größe C hier nicht aus dem Falle 
beſtimmt werden kann, wenn x — o iſt, fo muß man ſolches 
aus einem andern thun. Es ſey x — r, ſo iſt, weil alsdenn 
die Summe = 1 IR, und das untere Zeichen genommen wer⸗ 


den muß, 


} 4 ERBE: 
ee F 
oder 
d A B e D [ 
G22 — — T — — e. 


4 .$ 12 16 
Oder man ſetze x — 2, fo wird, weil alsdenn die Summe 


e iſt, und das untere Zeichen gilt, 
x 8 


1 
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i A B C 
S S Tx) 
oder - 
j A B O D 
Usi TB ·— 


422 8.24 12:09. — 16.28 


sl uat c , POS 

24 4.42 . 8«4* 12.46 16.48 : 
werden wird. Man mag indeß dieſe befiánbiae Größe bes 
ſtimmen wie man will, ſo findet man dafuͤr ſtets denſelben 
Werth. Dieſer Werth druckt zugleich die Summe der ohne‘ 
Ende fortlaufenden Reihe aus, welche =12 iſt. 


$. 187. s 
Uebrigens laſſen ſich míttelft dieſer neuen Zahlen A, B, 
C, D, E, xc. die Summen der reciprofen Poteſtaͤten⸗ Reihen, 
wenn die Exponenten gerade Zahlen ſind und darin bloß die 
ungeraden Zahlen vorkommen, ſehr leicht finden. Denn 
fett man 


Horst 35 


ſo wird 
1 ge Ze 
e t sc ast Tum 
. unb diefes von jenem A edge giebt, 
(222 — 1)s 
„„ 22 n 
Da wir alfo die Werthe von s für die einzelnen Werthe von 
n (don mitgetheilt haben, A. 125, fo ift: 


(3 
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DX f r r e 
24 
no 
- [e e 
28 „ 
N D $ 
ri Se 28 te N 
riw p foa fe ga T 
x. ; 


Wenn ober alle Zahlen vorkommen unb die Zeichen abwech⸗ 
ſeln, ſo bekommt man, weil 


Li ** 1 (22n— 108 — s 
I n2n T 32» Tun it EM 22 
f iſt, 
Eo T (A—2%) si „end 
mer mt Prae mer. n m, — — 2 
T 25 f 35 ud E d Se? „ 
1 1 dr B—2 B — —1 D 
1— — 1 - ric. ( Be „aD? et 
279 3 4 1.2.3.4 E ^ dd. ER 1.3.3.4 
E së T (C— 26) eg 2 16 
1 rox * E ESI 6. 
Y I 1 (D—22)) #8 (10d 
— Rr 333 D 
; 7 7 35 47 1.2.8 4 . "e 
1 I I (E—26) zo 25—1)6 
1 er um e. — si" 
2 3 E 1. 1.2. 10 St RT 
Héi 
$. 188. 


So wie wir bisher eine Reihe unterfucht haben, deren 
Glieder Produkte aus den Gliedern einer geometriſchen 
Reihe p, p^, ps, x, und aus den Gliedern irgend einer anz 

dern 
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dern Reihe, a, b, c, 1. waren: fo läßt ſich auch eine Reihe 
behandeln, deren Glieder Produkte aus den Gliedern von 
irgend zwey Reihen ſind, wovon die eine als bekannt betrach⸗ 
tet wird. Es fen die bekannte Reihe: 

82 x 

ATB CC 2 

die unbekannte hingegen: 
4 F b TI 2 
und die Summe folgender Reihe zu ſuchen: 
Aa f Rbf U . va. ZR 

die wir = 2s ſetzen wollen. Setzt man in der bekannten 
Reihe das vorletzte Glied — Y, und x — 1 ftatt x in den 
Ausdruck der Summe 8. Zs: fo geht derſelbe in folgenden 
uͤber: ' 


X cs = E ETE. dds dis CAES. HE E a 


2dx2 — 6dx3 xen 


Da diefer St die Summe der Reihe Zs ohne das 
letzte Glied 22 darſtellt, ſo wird d 


d Ydds Yd3s 
i c Me rhet cm Me 
dx 2dx2. . 6dx3 


und dieſe Gleichung druckt das Verhaͤltniß aus, welches die 
Summe 25 zu den Größen Y, Z und s hat. 


Lë 189. R 
Um dieſelbe aufzulͤſen laſſe man zuodrberft die Diffe⸗ 


renzial⸗ Glieder aus der Acht, wodurch s — zu wird. Man 


2 N 
ſetze 2 = Pt, und genau ſey s = P! p. Bringt man 


dieſen Werih in die Gleichung, ſo erhaͤlt man: 
i (Z—Y)o 


— 
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F YdP'!  Yadpt 
Z-—X)p zm —- . 
(Z—YX)p eua 2d x 

Ydp Yddp 
dx 2dx2 e 


Man fee auf beyden Seiten YP! hinzu, und da P! — 
ap dapı ` x : 
7 In der Werth von Pi up. der entfteht, 
wenn man x — x für x nimmt, fo fep dieſer Werth — P. 
Als dann ift a 


Ydp , Yddp 
trs iL omes 3 — vd Xr AME N 
(Z Y)p f YP EN A x 2dx3 He 
und läßt man die Differenzialien weg, fo wird 
mn 
e AR wë 
uhr) 
Man fee — Dun = Qs unb dabey yp=Q rg: 
fo wird 
ir Y(dQi dq), Y(ddQ! + ddq) 
Z—Y — — —_-[_ [—̃—U— — — ie 3 
C )q > + ar EA 


und ſetzt man den Werth, welchen man für Or findet, wenn 
man * — 1 ſtatt x fegt, = Q, fo bekommt man 
i 2 v 155 Y ddq 
(Z—Y)9 t Yo! = YQ — A tex 
woher denn, wenn man die e weglaͤßt, 
ET Is Q1) 
Z—YX 
xx 2. ) 


— ic. 


wird, Man ſetze es Ri, und genau ſey 9 R 


Tr: fo findet man auf Song Art r — — — = und 


fährt man auf dieſem Wege fort, fo wird die geiuchte Summe 
Zs Z(Pbp r RT tic) ſeyn, 


$. 190. 
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5 8 $. 190. 
Iſt alſo irgend eine Reihe 
Aa T Bb t C . . T Yy T Za 
gegeben: fo läßt ſich die Summe derſelben auf folgende Art 
beſtimmen. 
Man ſetze und indem man x—1 ſetzt anſtatt x 


= Pi; gehe Fi über in P 
reiner. 
en PA SU Te CR 
des is . 


Hat man dieſe Werthe gefunden, ſo iſt die Summe der 
Reihe — 

2 PI ZO ZR T Z 81 Rx $C 
oder einer beftändigen Große, wobey die Summe Ss wird, 


wenn man „o ſetzt, oder, denn dies läuft eben darauf 


hinaus, wodurch alles ſo eingerichtet wird, daß dabey ir⸗ 
gend einem beſtimmten Falle ein Genuͤge geſchieht. 


H. 191. 

Da dieſe Formel keine Differenzialien enthält, fo ift ihre 
Anwendung in vielen Fällen fefe leicht, und man bekommt 
darnach oͤſters die wahre Summe. Wird z. B. die Reihe: 

p rap? T 9p? T 16pß 1 F..... T x?p* 
gegeben: fo ſetze man Z zc px und z Xa, wo alſo Y — px- 1; 
2 


; und 


2 p—1t Z—YX 


= Mor wird, Hierdurch 


bekommt man 


Po 
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F oe pas apt, 
Pe p-ı 
Deh Zu aei 2e 3» 
x KEREN 102 
ml 2p 
Rı N — 
q 15? (p— 1)3 


St zm oi fo wie auch alle übrige. 
Folglich ift die Summe = 


e px?  2pxtp, 2p )=; E 
kt? B (p—n)3 (p—1)?  (p—1)? 
— 


x2 2x ptr )- — 
+ 8 
e Ee pn? 1 (p—1)3 SEH 
wie wir bereits oben gefunden haben. 


$. 192. 


Auf aͤhnliche Art, als wir zu dieſem Summen Aus: 
drucke gelangt ſind, koͤnnen wir einen andern fuͤr den Fall 
finden, wenn die gegebene Reihe nicht aus zwey andern Rei⸗ 
hen zuſammengeſetzt iſt; und dieſer Ausdruck laͤßt ſich insbe⸗ 
fonbere alsdenn brauchen, wenn man bey bem vorhergehens 
den endlich verſchwindende Renner bekommt. Es ſey alſo 
die Reihe > 
3 1 coU £o 
scatbtctdt......da 
gegeben. Da bie Summe, wenn man x — 1 für x ſetzt, das 
legte Glied verliert, fo ift 

Eu COM Ms, 
` dz  "2dx? 6dx3 24dı4 
oder - 
ds dds dis . däs 
2m———— Is 
dz adı2 6dx3 7 a4 dx 
Da 


e 


L 
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Da hier die Summe s ſelbſt nicht vorkommt, fo laſſe man 
die höheren Differenzialien weg, damit s — fzdx werde. 
Ferner ſetze man lz dx — PI, der Werth davon gehe in P 
über, wenn man x — 1 für x fett, und genau fe) s = p. 
Alsdann ift Es 

RÉI aa 1 45 dp 


Qd T ada. t dx cba 
d P1 ddepr 

FT í 

Da 8 2. iſt, 

ſo wird 
dp ddp 

—pLPLICI. ; 

= SH dx dui d d 


unb babet 

p (Z - FH P) dx. 
Wird ferner f(Z — bi + P) dx = Qn geſetzt, und geht die⸗ 
fer Werth in Q über, wenn man x — 1 für x ſetzt; fo fey 

102 — EP r dx D R O IQ = Q)dx 
ferner N 
R! — f(R — R)dx S 883 x. 
ſo iſt die geſuchte Summe 
s = Ei éO AR ESA T 

C fo angenommen daß dadurch einem beſtimmten Falle ein 
Genuͤge geſchieht. 


g. 193. i 
Durch eine geringe Veränderung der Buchſtaben führt 
man dieſe Summation auf MEM zuruck. Es fep die 
N N 
Usi w ME e x 
b a be fd... 
zu ſummiren. 
Eulers Diff. Rechn. 2. Th. I. Abth. P Man 
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Man ſetze und wenn st fuͤr x 
geſetzt wird 
fzdx — P ſo gehe P über in p 
5 c d s d. We SC, erch 29 
F „ ue E dR 
x 


es man dieſe wah gefunden, ſo iſt die geſuchte Summe 
k SEPPOTRITST1 


und diefer Ausdruck druckt die Summe ſehr vortheilhaft aus, 
wenn jene Integralien dargeſtellt werden koͤnnen. Es fep, 
um den Gebrauch deſſelben durch ein Beyſpiel zu mut 
2 RR TX, ſo iſt 


r Ir 1 l b = 1 int 
P — p xx Zi und f|P— p)dx = 3x3 — X« 
= 2 F g=zxıx— it} 
Q-—qgzx—i; unb f(Q— pix ander co 
R S Ax; r SAX 2 
R-—rzsi und (K r) dx Ax 


S = 0; unb fo auch alle übrige Glieder. Daher ift die 
geſuchte Summe e 
Axs EE 
TN pix Px3 Eau Farce Pjx(xTr)(xT2) 
Tix ; 
Auf dieſe Art laſſen ſich alfo die Summen aller Reihen, deren 
allgemeine Glieder ganze rationale Funktionen von x find, 
vermittelſt fortgeſetzter Integrationen finden; und es erhellet 
daraus fehr deutlich, was für ein weitläuftiges Feld die Lehre 
von der Summirung der Reihen ſey, und was fuͤr eine 
Menge von Schriften mit den Methoden dazu, die theils 
ſchon bekannt ſind, theils erſt noch erfunden werden muͤſſen, 
angefuͤllt werden koͤnne. 
, $. 194. 
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Bis jetzt haben wir die Summen der Reihen vom erften 
Gliede an bis zu dem, deſſen Anzeiger x iſt, geſucht, und 
nach der Erforſchung derſelben findet man die Summen eden 
dieſer ohne Ende fortlaufenden Reihen, wenn man x — oo 
ſetzt. Oft gelangt man indeß hierzu auf eine bequemere Art, 
wenn man nicht die Summe der Glieder vom erſten an bis 
zu dem xten, ſondern von bem xten an ohne Ende ſucht, 
und es iſt dieſer Weg insbeſondere bey den letztern Aus⸗ 
drücken vortheilhaft. Es fep alfo eine Reihe gegeben, deren 
allgemeines oder dem Anzeiger x zugehoͤriges Glied durch 2, 
das folgende zu dem Anzeiger x-F r gehörige aber durch zr, 
und die auf dieſes folgenden durch zn; zm; angedeutet 
werden, und die Summe der Reihe zu ſuchen: 

F 
5 s ez z d u T zn r an oic ohne Ende. 

Hier iſt die Summe s eine ſolche Funktion von x, daß man, 
wenn man darin x p 1 ftatt x ſetzt, die Summe ohne das 
eme Glied erhalt. Da alſo bey dieſer Subſtitution s in 

ds dds 
s lu li. TU 


übergeht, fo wird 


de dds d3s d4s 
ms} — + — 7 —  —— É 
os i * 2dx2 dx ^ 24dx4 T1 T ET 
oder 
dd d3 da 
3 8 8 Wa 


= 2 Ai 45 K ded. i Ié fer 


§. 195. 
Wenn wir nun den vorigen Weg wieder betreten, ſo 


wird bey Vernachläͤßigung der hoͤhern Differenzialien s = 
P 2 e C — 


H 


1 


: ' 
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C- fzdx, Man ſetze alfo fzdx — P, und genau ſey s z— 
C—Ptp: ſo ijt 


DERE. co pE roche mr can 
L d dd d3 
a A er ac 


dx GER 6dx3 
Es gehe P in Pr über, wenn man x + 1 für x fet fo ift 
KEE AGR A E E T EI 
Setzt man daher die höhern Differenzialien bey Seite, fo wird 
| p = f(P! — P)dx — P. 
Man fege (PI — P)dx — P — — , und babcp ſey p = 
—Q'tq: fo ift 


dQ: ddQ SE ddq 
ozzzTP-— . ＋ 24s fe. 


Es gehe Q in & über, wenn man x 1 fuͤr x ſetzt, fo wird 
d EE ddq ^ 
omijP—PiQ—Qi-— e rm 2585 "te 
und hieraus folgt 
g = Kat — Q)dx — Q. 
Wenn daher bie ı oberhalb neben jeder Groͤße den Werth 


anzeigt, welchen fie bekommt, wenn man x t x für x ſetzt, 


und babep 
` IZ dx zz P 


P — (PI - P)dX 
Q — f(at — dx R 
R — C- R)dx =S 
1c 
angenommen wird, fo ift bie Summe ber Reihe 
i D + 21 T 21i T zit + zv T 36, 


oA 
— 


e aN 20 
a N a wo 
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wo die beftändige Größe C fo beſchaffen ſeyn muß, daß die 
ganze Summe verſchwindet, wenn xc oe geſetzt wird. 
Da indeß die Anwendung dieſes Ausdrucks Integrationen 
erfordert, ſo laͤßt D der Gebrauch deſſelben hier noch nicht 
zeigen. 

$. 196. 

Um aber die Integral: Formeln zu vermelden, wollen 
wir die Summe der Reihe — ys ſetzen, wo y irgend eine 
bekannte Funktion von x bedeutet, welche die Werthe yr; 
yn; yt; x. bekommt, wenn man x TI; x 2; x F 35 ꝛc. 
für x ſetzt. Setzt man nun x 1 fuͤr x fo bekommt man die 
vorhergehende Reihe ohne das erſte Glied, und die Summe 
dieſer . Reihe iſt daher 

dds d3s 


ys t zin KEE 4 eg e 
oder 
— 12 y!d3s 
z ＋ T P gau Fe. (o 9s "Y 


Laͤßt man Ae die Differenzialien weg, fo befommt man 


8 


T3 Man ſetze GER = P, und genau fep s e 


—P p: fo wird 
.ytdP dat dap 
dx 2 d xa 6dx3 
242 c yıddp , y'd3p 
VE t 
und alſo 
ip, yrddp 3 
"dx 2dx2 '.6dx3 


P 
Man ſetze aH und dabey ſey p Q 4: 


fo wird 


= (y -p 


7c. PD 


P 3 y 
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Ge SÉ dd e 
51 ( — Q ft lge 1 LL 1) —— Di y) 
: Man ke: ae, und q— - Rr. 


: y 
Fährt man auf dieſe Art fort, fo wird bie Summe der Reihe 


2 T 2 zip zit r 2 ac 
auf folgende Weiſe beſtimmt. Es bedeute y irgend eine 
Funktion von x, und dabey werde geſetzt. 


eT ` : z 2 
5 —— — 
rn Nr Ay 
LE P) y AP 
Q z CL umi AP 
yy Ay 1 
y'(Q1— Q) 12 
R = 2 FA 
yit. Sy S 
yos UA 
x. 


Alsdann ift die gefuchte Summe — 

C ee Rn Sy mi ; 
wenn man für C eine ſolche beſtaͤndige Größe nimmt, daß 
die Summe verſchwindet, wenn man x = oe. (egt. 


$. 197. 
Man nehme yz == ax, fo wird, weil bann y! == axtt iit, 
messi 


und folglich 
D Ss a : P: EE S eh 
T ou capa e ys : „ cLp AX (a n1) 
: Me UP H 3 MSS. 8 zu — 421 
er en (a- 1)? en 
* aq m dr s jl: egy quz Ki , 


* —1 ax (a 1)3 
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8 a (RT — R) La n — 3a zu 4 32271 — a3z 
Mam cum aX(a — 1)4 
2 2c. í - 
Daher ift die Summe der gegebenen Reihe: 
21 — 211 J, 2 4 z1 — 42 
E d 
a—1 '"(a—1)2 we — 
zit .— 3323 T 32221 — a3z 
(a — 1)4 


D 
Eben dieſer Summen: Ausdruck ift ſchon oben im erſten Ca⸗ 
pitel gefunden worden. Es laſſen ſich aber hieraus, indem 5 
man für y andere Werthe ſetzt, unzaͤhlige andere Ausdrücke 
ableiten, und daraus jedesmal derjenige wählen, welche fuͤr 
den daſeyenden Fall der bequemſte ift. 


äu Achtes 


N Achtes Capitel. 


Von dem Gebrauch und dem Nutzen der Diffe⸗ 
renzial⸗ Rechnung bey Formirung der Reihen. 


$. 198. 


ert oC 
Nun ift noch eine Anwendung der Differenzial: Rechnung 
in der Lehre von den Reihen übrig. Dieſe findet bey der 
Formirung der Reihen Gott, und fie war es, welche oben 
gemeint wurde, als von der Entwickelung der Bruͤche, die 
eine Poteftät irgend einer Funktion zum Nenner haben in 
Reihen, die Rede war. Man verfaͤhrt dabey auf ähnliche 
Art als bey der Verwandlung der Funktionen in Reihen, 
wenn die zu verwandelnde Funktion einer Reihe gleich geſetzt 
wird, die in jedem ihrer Glieder unbeſtimmte Coefficienten 
hat, welche darauf aus gemachten Gleichungen entwickelt 
werden. Dieſe Entwickelung oder Beſtimmung wird aber 
oͤfters in einem bewundernswuͤrdigen Grade erleichtert und 
verfüczt, wenn man zuvor die Gleichung auf Differenzialien, 
erſte ſowohl als zweyte bisweilen, bringt; und da dieſe Me⸗ 
thode in der Integral⸗Rechnung außerordentlichen Nutzen, 
gewährt, fo wollen wir fie im gegenwaͤrtigen Copitel aus⸗ 
kuͤhrlich kennen zu bergen "Tm 


$. 199. 


/ 


T der Differenz Rechn. bey Formirung ꝛc. 233 


F. 199.7 $ 
Zuvoͤrderſt will ich kurzlich dasjenige wiederholen, was 
ich oben uͤber die Entwickelung der Bluͤche in Reihen, in ſo 
fern dieſelbe ohne Differenzial⸗ Rechnung zu Stande ge 
bracht wird, geſagt habe. Es ſey alſo irgend ein Bruch: 
A T BX T C A DRI RC 000 
55 XS paxa GG 7o 
nach den Poteſtaͤten von x in eine Reihe zu verwandeln. 
Man ſetze s einer unbeſtimmten Reihe gleich, oder 
s AT Bx T Ca T Dx Ex N I Oxs fic 
Da, wenn man den Bruch durch bie Multiplication weg⸗ 
ſchafft, 
A Bx Cx T Dx3 KE 


s(« T 8x T yx2 T Àx3 ve £x4 T Zar kasg Tox) 
wird: fo bekommt man, wenn man für s vie vorhin dafür 
angenommene Reihe ſetzt, 

b f On De pre r ba 


As T Bax T Cox? T Sex? + Ganzt Senf To 
Ws T Be fe I De Eë Tu 
I Az 1 B, Afs Ev de 
r ee TS 
YU. kä Te 
UOS. TONS -- 
Setzt man daher die einzelnen Glieder, welchen einerley qo: 
teftät von x zugehört, einander gleich; fo findet man 
A — A2 O 
De tT Ae — 5 — — o 
Ga T Be T Ay — CO 
De 1 Ce By 1 A — D 
Es De f Er Tu —- E 0 
N iC d As 
A $5 Aus 
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Aus dieſen Gleichungen faffen ſich die angenommenen Coeffi⸗ 
cienten A, B, €, D, ic, Wear und dadurch wird denn 
auch die Reihe 
EV 
gefunden, welche dem gegebenen Bruche s gleich iſt. Wenn 
ſowohl der Zähler als der Nenner des Bruchs s aus einer 
endlichen Anzahl von Gliedern beſtehen, ſo ſind unter dieſer 
Form alle wiederkehrende Reihen enthalten, von welchen 
die Einleitung eine vollſtaͤndige Auseinanderſetzung enthält. 
§. 200. 

Wenn aber entweder der Zaͤhler oder der Nenner oder 
beyde zu irgend einer Dignität erhoben find, fo findet man 
auf dieſem Wege die Reihe nicht anders als mit vieler Muͤhe, 
weil die Erhebung zu Dignitäten, den Fall ausgenommen, 
daß ein Binomium da iſt, weitlaͤuftige Arbeit erfordert. 
Durch die Differenzial Rechnung kann man (id dieſer Arbeit 
uͤberheben. Es ſey zuvoͤrderſt bloß der Zähler da, oder 

s (AT BX T Cen 
und eine nach den Poteftäten von x fortſchreitende Reihe zu 
ſuchen, welche der Dignität dieſer dreytheiligen Große gleich 
ſey. Iſt n eine ganze poſitive Zahl, ſo iſt bekannt, daß dieſe 
Reihe nur eine endliche Zahl von Gliedern enthalte. Man 
nehme alfo wieder fuͤr s eine unbeſtimmte Reihe an, oder 
ſetze ; 
s = AT Bx ei T Dxs T CAT FC TG Tac. 
Daß das erſte Glied dieſer Reihe A — An fep, ift bekannt. 
Denn ſetzt man x —o, fo wird aus der erſten Formel s — 
und aus der andern s — A. Man muß aber die Beſtim⸗ 
mung dieſes erſten Gliedes auf dieſe Art ohne Differenzia⸗ 
lien ſuchen, weil die Differenziofien daſſelbe unbeſtimmt lafs 


ſen, wie ſogleich erhellen wird. f 
$. 201. 
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$ Sot, 


Da s S (AT BAN T eo»: fo wird, wenn man die 
Logarithmen nimmt, 
Is = nl(A F Bx T Cx2) 
und hieraus, wenn man differenziirt, 
ds ee nBdx t 2nCxdx poc 
s ATBxtCx2' 5 
(AT Bx T cz = ns(B T2 Cx) 


Aus der angenommenen Reihe aber erhält man 


ds —95 T 2Cx + 3Dx2 T 4ExZ t 3824 f ꝛc. 


aL : o 
unb menn man daher für = dieſe Reihe, und für die ans 


genommene Reihe fent, fo ergiebt ſich folgende Gleichung: 

AB T2A€x T 3A Dxz [4AGx5 T SA FxA T ac. 

f BB F2Be kapp Ta45O fc. 

T CB TUE EICH > 

nB A T DE T o nB€ T nBd T nBG i 

T anc A kann F2nCG + an CD Tox 

Setzt man alſo die Glieder gleich, in gen fid) einerley 
Poteftär von «findet: fo wird, 


ang ` 
E A 
E € E (n — 053 * 2nc3 : 
SA 
` (n—2)BG 4 (2n — 105 
E Er mm 
TS e + an ICE 
4^ e 
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F — (n — 4) BE A (on — c3 
5A 
b : 1c. 
Da alfo, wie wir vorhin gefehen haben A — A» ift, fo wird 


BS nA IBN, und hieraus laſſen fid die übrigen Coeffi⸗ 


cienten insgeſammt nach und nach beſtimmen. Das Fort⸗ 
ſchreitungsgeſetz derſelben fällt aus dieſen Formeln ganz leicht 
in die Augen, aber es wuͤrde febr ſchwer zu entdecken gewe⸗ 
fen ſeyn, wenn man das Trinomium unmittelbar zu den Pos 
teſtaͤten haͤtte erheben wollen. 


§. 202. 


Eben dieſe Methode läßt fib anwenden, wenn uͤber⸗ 
Haupt eine vieltheilige Groͤße zu einer Poteftät erhoben wer: 
den ſoll. Denn es fen j 

s (AT BZT CZ TDI T Ex4 Fc) 
und 
s A Bx I Cxz T Dxs I Ex I GC 
angenommen werden: fo ift A — A», und bieten Werth fin: 
det man, wenn man x So ſetzt. Nimmt man nun wie vor⸗ 
hin die Logarithmen und ihre Differenzialien: ſo wird 


ds  nBdx Tazncadx zn Dxzdx T AnEXZdx i, — 


8. 7 A T BZ 1 Cx2 T Dx3 T Ex T2 
oder $ 


(AT Bx f Cx? T DX FEx4 I E 


= 


s(nB T 2nCx A 3nDx2 f 4nE x3 f ic) 
Da ferner 
d 
= = $t 2€x T 3 Dua t 4€x3 Pag T x. 
| ift, 
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it, fo bekommt man, wenn man dieſe Reihen für s und 
* ſubſtituirt, 

dx 


AB T2A€x T 3A Daa T 4A€x3 T SAF x4 1 20 
+ BB T 23C T3BD T 4BE Fu 
Te  t2Cc€ 13090 fr. 

T DB T 2D C Ta 

FEB UP x 


— 
Ka 


aB AT nB T nBC T BDT nBG I c. 
T anch T 2c F ancC T2nCO f x. 
T 3nD9I 33D T3nDE qx. 
f An EA t AEB I ic. 
S t enbä tao 
Hieraus laſſen fid) folgende Beſtimmungen herleiten: 
AP. b 
eAC—/n-ıBBF 2 CA 
3 = (n-) C TGn-DCF 3uDA 
48 E- - 3) BDA n-) C (zu- DBE 4nEW 
sag (-E t(2n-3)CD t(3n-2)D€ T(4n—1)E 515nFÀ] 
x. 
und wie man aus bieten Formeln die angenommenen Coeffi⸗ 
cienten A, B, C, D, ꝛc. ſelbſt beſtimme, und wie fie von 
einander abhangen, bedarf, da A — An ift, keiner weitern 
Eroͤrterung. 


M 


$. 203- 

Da jede Poteftät von A + Bx T CK FDx3 T xc. wenn 
dieſe Größe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern befteht, 
und meine ganze poſitive Zahl iſt, ebenfalls aus einer end⸗ 
lichen Anzahl von Gliedern beſtehen muß: ſo iſt klar, daß in 
dieſem Falle die gefundenen Formeln endlich verſchwinden. 

: Und 
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Und da, ſobald ein Glied verſchwindet, bereits alle Glieder 
da ſeyn muͤſſen, ſo erhellet auch, daß mit einem Gliede ſo⸗ 
gleich alle folgende Null werden. Es ſey die gegebene For⸗ 
mel ein Trinomium AT BJ T Cx, und der Cubus davon 
zu ſuchen; alfo n — 3. Alsdann ift 
= A3 und alſo; A = A3 
AB CAAB = 
2 AC 235 T 6A; € — 3AB2 T 3A2C 
34 D = 13K T 5c; $e B3 T GAB 
AAR E o T4CG; GO z3B2C f 3AC? 
5 AF = — BC T3C$; F = 35C? 
6AG = — 288 face; G — cs 
74 = ＋ 336 EIER: Dsg, 
8 KJ = 4569 T ; JO. 
Da alſo ſchon zwey Glieder = o find, und jedes von den 
folgenden von den beyden vorhergehenden abhaͤngt, ſo faͤllt 
in die Augen, daß auch alle dieſe folgende Glieder — o ſeyn 
muͤſſen. Um ſo merkwuͤrdiger iſt das Geſetz, nach welchem, 
wie wir gefunden haben, dieſe Coefficienten von einander 
abhangen. 
XE d e 
Wenn em eine negative Zahl unb alfo s einem Bruche 
gleich ijt: fo läuft die Reihe ohne Ende fort. Es ſey aljo, 
; D 
ie: (4 + EE EC EE EE ETA 
. unb für den Werth dieſes Bruchs folgende Reihe ange: 
nommen: o 
Ar Br 1 Er f Das Ex T 8x5 To 
Setzt man in den obigen Formeln ſtatt der Buchſtaben A, B, 


C, D, it. Bb: e 8 7, 2, 1c, und nimmt dabey zugleich n 
: negas 


/ 
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negativ: ſo bekommt man folgende Beſtimmungen der Buch⸗ 
ſtaben A, B, C, D, ꝛc.: 


H 


1 
»Ararn r - 
, «n 


BT ngu eo ` 

a Cn I) BT 219A 20 ‘ 

3«ST(nf2)6 f(2ntr» T 30? — o 

4«8 t(at3)eDTOnt2»6 T(3nf29 And o 

548 Tat4)8€ T(2nt3,7 D 1(3nt2;26 Hantndtsni=e 

ic. 
In diefen deen nimmt man eben das Geſes wahr, wel⸗ 
ches wir bereits in der Einleitung kennen gelernt haben, deſ⸗ 
ſen Richtigkeit aber erſt hier ſtreng dargethan werden konnte. 
i $. 205. 

Auf dieſe Art verhält es fid, wenn der Zähler des 
Bruchs = r, oder auch irgend eine Poteſtaͤt von x, oder 
= xm ift, denn in dieſem letzten Falle darf man nur die ges - 
funbene Reihe A} Bar Ex? P Das pac durch xm mul⸗ 
tipliciren. Wenn aber der Zaͤhler aus zwey und mehrern 
Gliedern beſteht, fo haben wir dafür oben das Fortſchrei⸗ 
tungsgeſetz noch nicht bemerkt, und wollen es daher jetzt auf 
dem Wege der Differenzialien kennen zu lernen ſuchen. Es 
ſey alſo Ze 

artet D aes 
( F EX T yx2 T 3x3 T «x4 T 1.7? 
unb fir den Werth dieſes Bruchs die Reihe angenommen: 
s = A Bx Ca I Das + Ex I Fx Tac 
Um das erſte Glied A zu beſtimmen, ſetze man x = o, wobey 


' A 
man aus ben erften Ausdruͤckens = — und aus ber ange- 


normmenen Reihe s — N erhält, Folglich ift nothwendiger 
Weiſe 
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Weiſe A — = und hat man diefes Glied, fo laſſen ſich die 


übrigen durch die Differenziation finden. 


$ 206, ö 


Stimmt man die Logarithmen, fo wird 
Is —À(A FT BJ T Cx? T Dx3 f 1€) 
— nke T RK TY T II Tox pic) 
und differenziirt man, ſo ergiebt ſich 
B dx f2Cdx T 3DRAdx t x. 
AT BX T CxZ2 T Dx Tx. 
nt£dx — 2nyxdx — 3n2x2dx — 1t. 
ce Tx TV T NM T c. 
Schafft man ferner dle Bruͤche vermittelſt der Multiplica⸗ 
tion weg, ſo bekommt man: 
(Au T ASX T Ayx? T Adx3 T ic. 
TBs T BE TBy Ludes ` 
TC TCS T e. dx 
T De T c. 
( T Ber T Bast Bs T B A f «| 8 
s 


— 
— 


d 
$ 


^RaCe T2C8 TAC 2C? tx 
T3Ds. T3D8 f 3D7 F c. 
T4Ew*. T 4ER Ti 
F5Fe A OG 
—(Aß 4 2Nyx T 3A?z2 Aber? SARA T ꝛc. 
t BS T 237 f 360 f 48. Fi 
T*cs K 207 T 300 F ꝛc.ſns 

T Ds Fady Fi 
f ES Tc. 


Da min de = BT 2Cx T 3 Da T 4E ri if: fo 


wird, wenn man fubfiltuirts 
V. Aa B 
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Ae B T nA — Beil — o 
2AuCt(ntı)A8B + 2n ATA t (n—r BSA CA o 
3A Dr (AC T (anf ADT 3 u AA 
1 Bas r nation Cp). 5 
— C35 t (n- CEA 
2 — o ADeäl 
4h«Gt(n13)À8D1(anE2AyCGtOnTI)ATS E ` An AA 
*  2B«Dt(nt1)BACT.. 2nByt(3n—1)DB3?! 
fi; T OCC (n-) BH -) A 
— 2b. Ben — 3) D800 
— 4 EAN 
Hieraus laͤßt fib das Geſetz, nach welchem fid dieſe Formeln 
richten, leicht erkennen. Denn zuvoͤrderſt findet in der erſten 
Zeile einer jeden Gleichung eben das Geſetz ſtatt, welches 
wir H. 284. gehabt haben. Ferner entſtehen die Coeff cien⸗ 
ten in den zweyten Zeilen, wenn man von den Coefficienten 
der obern Zeilen u 1 abzieht, und auf eben dieſe Art ent- 
ſtehen die Coefficienten jeder folgenden Reihe aus den der 
zunächſt vorhergehenden. Was endlich die Buchſtaben bé 
trifft, die in einem jeden Gliede vorkommen, fo lehrt der 
Anblick ſelbſt die Art, wie fie mit einander verbunden met: 
den muͤſſen. 


ee 207. 
Wenn aber auch der Zähler des Bruchs eine Poteftät, 
oder f 
JJ (Re B FC 32 ^F Dx3 A SCH 


(TE T ti pax4 pic) 
und die für ben Werth dieſes Bruchs angenommene Reihe 
DCK Br T Cx + Dx3 T Ext Ti. 
Eulers Diff. Rechn. 2. Th. 1. Abth. Q iſt: 
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iſt: ſo wird a D und die übrigen Coefficienten werden 


aus folgenden Pac s erhalten: 
gni 8 - 
— 
2A«G T (n T1) A 2 n ANA“ 
— (m—1)B« S F(n—m)BaM NO 
—  2mO«?l j 
3A. *(ntz2)AgÉF (zn f I ABT 3nADM 
—(im—2)B«G f (n—mt1)B 635 t (2n—m)By?l 
— Jus 1)C «St (n= m) CSA 
— 3m Dan 
"4AuEtlnt3)ARD+ ben fa) Af (zu DAD An A. N 
—(m-3)B«Dt(n-mt2)8 2€ Han- mfI BBT. 3n—m)B29 
—(am-2) 'C«S&1(n-2m[r)C& PB*(2n—2m)C59I 
—(3m—1)Da351(n —3m)D49l 
— 4mEal 


co 


GR 
Ee 
Das Geſetz, nach welchem diefe Formeln weiter fortgeſetzt 
werden koͤnnen, laͤßt ſich leichter aus dem Anblicke ſelbſt er⸗ 
kennen als durch Worte beſchreiben. Steigt man aber her⸗ 
ab, fo werden die Coeffictenten um n m vermindert, dage⸗ 
gen, wenn man horizontal fortgeht, um n — 1 vermehrt. 


$. 208. 


Hierdurch erhält bie Lehre von den wiederkehrenden 
Reihen einen Zuwachs, indem wie den bisherigen Mangel 
erfegt, und das Geſetz der Coefficienten nicht nur für den 
Fall beſtimmt haben, wenn der Nenner des Bruchs irgend 
eine Poteſtaͤt iſt, e auch fuͤr den, wenn der Zaͤhler aus 

mehrern 


3 H 
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mehrern Theilen beſteht. Fuͤr dieſen Fall das gedachte Ge⸗ 
ſetz zu fingen, war der Weg der Induction nicht hinreichend. 
Außer den mannigfaltigen ſchon beſchriebenen Vortheilen, 
welche man von den wiederkehrenden Reihen haben kann, 
gewaͤhren dieſelben auch bey der Erfindung der Summen der 
Reihen durch die Näherung ſehr großen Nutzen; wovon wir 
bereits im eren Capitel ein Beyſpiel gehabt haben, indem wir 


bafelbft eine Reihe vermittelſt der Subſtitution x = , 1255 
in eine andere verwandelten, deren Gliederzahl öfters endlich 
iſt. Dieſe Methode haͤtte ſich dadurch noch weiter ausdeh⸗ 
nen laſſen, daß man für x andere Funktionen geſetzt hätte, 
Allein weil damals das Fortſchreitungs⸗Geſetz der Reihen 
noch nicht bekannt war, welche man für die Boteftäten der 
Funktionen von x würde haben ſetzen muͤſſen: fo hat es mir 
beſſer geſchienen, dieſe Erweiterung für den gegenwärtigen 
Ort aufzubehalten, wo jenes Geſetz feinem ganzen Umfange 
nach bekannt iſt. Bey genauerer Ueberlegung findet man in⸗ 
deß, daß dieſes Geſchaͤft auch ohne das erwaͤhnte Fortſchrei⸗ 
tungs⸗Geſetz von ſtatten gehe, wenn man nemlich die Me⸗ 
thode zu Huͤlfe nimmt, wodurch wir dieſes Geſetz ſelbſt ge: 
funden haben. 
* ` d | ; A 
$. 209. wi 
Es ſey alfo die Reihe a 2 SEA 
s AT BT T Cx2 T Di3 T Ex4oRExf OM. 
in eine andere zu verwandeln, deren Glieder Brüche find, 
wovon die Nenner nach den Poteſtaͤten dieſer Formel a ex 
T* T Nx 3 Tc. fortſchreiten. Um von den einfachern 
Fällen anzufangen, wollen wir s 
A Bx C2 Das 
m Te Tara Targa I 
22 anneh⸗ 
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annehmen. Man ſetze dieſe Reihe der vorhergehenden gleich, 
und multiplieire auf beyden Seiten durch K T &x: fo wird: 


A T BRT Caxa T Dæx 3 T1. Bx 
TAB pe AO Tit. tn 1055 
Man ſetze 9| — As, und mache 
f As T Ba — At 
Ba f Cao — BI 
C8 T Da — Ct 
Dg T] E« =D: 
ꝛc. 
Alsdann findet man nach der Te E x, 
Bix tenz tf Durs pie itc teste 
Nun multiplicire man abermals durch « + 8x, und ſetze 
Aug p Bla = AU 
Ba T CU = Bu 
Cà + Du = cu 
iC 
fo wird 


Ata [Ait f Bua Cn Pac =D 1 — MS cast 
Hat man auf diefe Art B= Ate gefunden, fo wird, wenn 
man auf ähnliche Art fortfaͤhrt, und babep 

Aug p BU. z Al Ang 4 Bu = Am 
Bug F Ci = BU: Burg + Cn = Big 
Cus T Dis = Cin Cu e + Du — cır 
“ ꝛc. ꝛc. 
N fest, 
C Aua; QD Ame; Qo Ae; X. 
und bie Summe der gegebenen Reihe laͤßt ſich daher auf 


folgende Art ausdrucken: 
2 is 
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— AL 1 Al æ XR A Allyx2 Arnax 3 ES 
2 Tax (a T π ' («T5x)3 ( 8x)4 2 


Eben dieſe Reihe wuͤrde man erhalten haben, wenn man die 
ebraucht 
y 9 


Subſtitution y oder K e 2 4 


hätte, 


x 
& T 8x 


A 210. 


Dieſe Verwandlung wird mit dem beſten Erfolge vor⸗ 
genommen, wenn die gegebene Reihe A F Bx T Cx2 F Dx 
+ 1c. fo beſchaffen ift, daß fie endlich mit der wiederkehren⸗ 
den oder vielmehr geometriſchen Reihe zuſammenſtimmt, 


p j 
welche aus dem Bruche IN entfteht. Denn alsdann ver⸗ 


ſchwinden endlich die Werthe Ar, Bt, CH, Dr, sc, und es muͤſ⸗ 
fen daher die Buchſtaben Au, Am, A, ꝛc. noch weit mehr 
eine fee convergirende Reihe bilden. Wir koͤnnen aber auf 
ähnliche Art auch bey drey und mehrtheiligen Nennern beta 
fahren, und der Nutzen davon iſt insbeſondere alsdenn fer 
groß, wenn die gegebene Reihe endlich mit einer wiederkeh⸗ 
renden Reihe zuſammenſtimmt. Iſt alſo z. B. die Reihe 

s AT Bx T Cx 1 Dank EA I Fx ku, 
gegeben: ſo ſetze man KS : 
Ar B: Az f Bixs 
f EX TYR ( F EX T Y t 
AA T Bugs Ans p buts? 
Ferner multiplicire man allenthalben durch « F &x t vx*, 
und ſetze 

Ar T BET. ss AM 

Ey TC8 T De se Bi unb PP 

Q 3 cy 


sa 


* 
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Cy f Def E= VBA T Ba 
M 
Y 
fo entſteht eine der vorigen aͤhnliche Gleichung, wenn man 
durch xx dividirt: : 
A T BIX qOC!x2 T Du3 T Ex Tox. sa 
Ar T Bix 9x2 T $5nuxs Si A Tang A 
€———— . — ET — —— — Ne. 
„ T ARK T (A T RK TYR) 2 (a Ex T2903 

Wenn man alfo wie vorhin verfährt, und 


Ate T BIS T Ce = An 

By T Ci T Die = Zu Kom Am 

Cy T Dig T Ge Lc Bi = A1 T Big 
x. S ferner 

Au, 3. 311 T CUu AUI 


Buy + cu t Dita 
CH, + DUA T EU: 
Dé 
ſetzt, unb fo ferner die Ähnlichen Werthe auffucht: ſo wird 
A T (AS T Br, (Ale T (Als + B x? x4 
atOxtex? C (téxivxx)? 

M " (Alta + (Arg T BUZ)x)x4 pus 

Le Tex T ?xx)3 


pur Di oL AS 


CH: Bit = Ara T Bug 


y d 


8 


6. 211. 

Wenn x — r geſetzt wird, und der Umfang der gefun⸗ 
denen Formeln leidet durch dieſe Subſtitution nicht, da o, 
8, v, nach Gefallen angenommen werden koͤnnen; folglich 

scATBTCTDTETFRTGItE: 
iſt: fo erhält man, wenn man nach und nad 
A» T BET Gass Ar AY T BT CALA unb 
Bv f OS + D. = Be |By Te DB“ fo 
ct De r EA OC De + Eu ferner 
N * ; i 


o ? außer: 
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außerdem aber noch der Kuͤrze wegen 
4 f T m 
geſetzt wird, die Summe 
A Ai A“ A7 
S («t 8) e T Ke: m3 Aa 
s 
B B B““ ; B. 
„„ mM ne ToO 


+ x) 


A 212. 


Auf eben die Art kann man auch noch mehrtheilige Ren⸗ 
ner nehmen. Da indeß die Verfahrungsart aus dem Vor⸗ 
hergehenden ſchon hinlaͤnglich abgenommen werden kann, ſo 
wollen wir uns bloß auf einen viertheiligen einſchraͤnken. 
Es ſey alſo 

smA+BECHDFEFFFG T. 
Man ſuche folgende Werthe: 
A? [By T T Dess Ai 
B9Y T CY T DET E SB 
c ffD zT EE T FZ C“ 
. ic. 
AU + Biz T O -D'a = a 
B. T C' f D'8 T E — B" 
C'? T D'y T E'8 T F'« — C" 
x. GER 
A" + B^» + C T D — A'" 
5% 4 Cy + DUB Y E = B 
C^? t D t E"8 T F/ = C" 
Uc 
Ferner ſen 
.etTe6Ty»T?-m 
Alsdann ift 
24 Wi 
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Crete f EN NC quo 


m 
* 
n I k a u 0 


n2 
3 © c^ (oid 
; Rem c REDORIT ga) 
Hieraus ift klar wie bie Reihe fortſchreitet, wenn dem Nen⸗ 


ner m mehr Theile gegeben werden. 


9. 213. 

Es iſt aber nicht nothwendig, daß die Renner der Britz 
che, auf welche wir die Summe der Reihe bringen, gerade 
Poteftäten derſelben Formel, të: Frx2 Fic. find, fons 
dern es kann in jedem Gliede eine andere Formel ftatt finz 
den. Damit dieſes deutlich werde, wollen wir zuvoͤrderſt 
nur zwey Glieder nehmen, und ſetzen, daß die Reihe 

s AT BX T Cx2 T Dx3 T ExA T Fx$ ém, 
in folgende Bruch⸗Reihe verwandelt werden ſolle: 
A Ax . S'x2 
ETT G6 716 t («t ex)(a^t Est 6 
F a.. 
Man multiplicire auf beyden Seiten durch « t €x, und fete 
AE T B A. 
Bé T CB! und A= A 
CS De C 
` Dé 
ſo wird nach der Divifion durch x 
* at Kë 
A T B'xtC x2 TDZ Tt. 


a^t6'x t (e^t NC T 6 'x) 
Tox 
— man auf aͤhnliche Art durch ei + ex, bann durch 


«^ "f ES unb fo Fee und ſetzt man 
et 
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AE T Biel cz A" AUG + B^ LAU 
Ber + Cat e. b BH m B^ 
Ce! 7 D'a* E Gi Ce. T D''a'* — ct 
1c. 2% 
A" C t 37%“. r n ' 
B“ EI + Ca! = Br 1C 
GE ZS D'^"a'^ = Ct 
2 16 
fo wird A! — Au, A“ At; A“, = ALL; 10, und 
daher die gegebene Reihe in folgende verwandelt: 


gi 


Aa AEX " LU > 
re etes a ren)! EE 
loce 


Die Werthe a, €, ai, C, a", C", a, 6, ꝛc. find, wills 
kuͤhrlich, und koͤnnen jedesmal fo angenommen werden, daß 
die neue Reihe ſtark convergirt. 


$. 214 
Nun wollen wir die Factoren dreytheilig annehmen, 
und indem die Reihe 5 s | 
S S ATBTCTDTETF T G Fc. 
zum Grunde gelegt wird, 
Av T Be 4 Ca NA K B. T C 
B7 TC PDS Bil By t Ce“ r Dese B^ 
Cy f DSE TEE = CC F D'“ T Eis e 
ꝛc. ꝛc. 
Ay! T Be" T CH N Ariel T B" C" FC" aA H 
p^ + Ce“ T DUB p/^t^ T C" j ,’ j, 838i 
Cy" T Drgu T Eric Grott? + D'"6" EICH. 
Cow j 307 0 
2 5 Ferner 
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Ferner, der Kuͤrze wegen, 
& T6 Tv Am 
ei Aë Ty es mi 
at T 6" T y" = m^! 
d a T gu + y'*t zum 
x 
ſetzen: fo ift bie Summe der angenommenen Reihe: 
ee 24 a (A^FB^) a" ( A'B'^) ei? A V 879 


nd 


mm’ mm m mmm m““ ES 
" "A + CA! C"A" SA 
m mm mmm“ ' mm m^m'^ mm mm 11 
$. 218. 


Da diefe Formeln einen ſolchen Umfang haben, daß ihr 
Gebrauch nicht ſogleich klar ſeyn kann, ſo wollen wir die 
Verwandelung $ 213. auf einen beſondern Fall einſchraͤnken, 
und x = — ı ſetzen. Hiedurch bekommt man die Reihe: 

s=A—BIC—D}E— FIG c. 


Setzt man alfo 


B — AS = A“ B“ — 2A Y A" 

o BR D Bi C — 2“ — B^ 

D - S c Di — c“ ez C" 

E — DS D E' — 2D' = Di 
| Héi Héi 


9 3A“ ES A!" B“. pw 4A“ =; au 
C^ Ke 38^ Lm B [ex id di 4B'^ I— p^ 
D^ Nn 30” = Gm D. Re 400“ E? . 
E^ Casi 3D" E D E““ Map 4D'^ = Deu 
dc. i 16, 
fo if}, nachdem man diefe Werthe gefunden hat, die Summe 
der gegebenen Reihe gleich folgender Reihe: 
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A A’ A" " 4 Am A! 
32 2/3 32.344. 2.5 2:3.4.5.6 
Auf Ahnliche Art kann jede gegebene Reihe in unzählige ans 
dere ihr gleiche verwandelt werden, und unter dieſen muͤſſen 
natuͤrlich auch convergirende ſeyn, durch welche man die 
Summe der gegebenen Reihe naͤherungsweiſe finden koͤnne. 


$. 216. 


Ich kehre zur Erfindung der Reihen zuruͤck, deren Fort⸗ 
ſchreitungsgeſetz durch die Differenzial-Nechnung dargelegt 
wird. Da ich in dieſer Ruͤckſicht bereits die algebraiſchen 
Größen unterſucht habe, fo wende ich mich zu den tranſcen⸗ 
denten, und nehme an, daß eine folgendem Logarithmen 
gleiche Reihe zu ſuchen ſey. 

s IG Fax T ex2 Fyx3 T x4 + exs f ic) 
Es ſey die Huͤlfsreihe, welche wir zu dieſer Abſicht an⸗ 
nehmen: 

e As 4 Bxz + Cx 1 9x4 4 Es- + Sec Toc 
Da alſo aus der Differenziation jener Gleichung 

ds Er GA 2€x éiss T Afen T 84 T v, 

dx ITX T e fyx? T INA T Af Tac 

gefunden wird: ſo hat man 

(ITX TEX T 2x4 o —ep6daystdai rc. 
Da ferner aus der angenommenen Gleichung auf eben dem 
Wege 

= = AT 2Bx T 3C&x2 49x53 WF56x4 rc 


wird: fo bekommt man, nach vorgenommener Gubftitution 
die Gleichung i 


A t 
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A T 2Bx T 3K 49x35 + SCA T ic. 
cT 9e» f 2B. f 36% T4 De it. 
t E T2959 T366 fic 

T 9» 123» Tx 

T Ad Au 


e 26x T 3712 T 492x3 T 5:x^ I ic. 
und hieraus fließen folgende Veſtimmungen: 


— Ae AE 

— fe — 186€ — 1€ 4 7 

— 300 — 2356€ — 4% t? 

:— 494 — 36€ — $88, — A A, 
Héi 


€ 9o 
y) 


$. 217. 
Nun ſey die Erponentials Größe 
-os Sex f EN TY TNA TA bic 
gegeben, ſo daß e die Zahl bedeute, deren hyperboliſche Lo⸗ 
garithme — 1 ift; unb die angenommene Huͤlfsreihe ſey 
„ = 1 Ax T Dao RCx + Daa + Exc pac 


denn menn man x = o feßt, fo erhellet ſchon, daß das erfir ' 
Glied = 1 ſeyn muͤſſe. Da alſo, wenn man die Logarith⸗ 
men nimmt, 


Is = ax A Can Tvx3 T)x4 px f eK Tow. 
iſt, fo wird, wenn man differenziirt, 


x sal T 37x 1 455 f 51x4 f i) 


Nun 
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€ in aber aus der angenommenen Gleichung, 
zu 1 2 Bx T 36 en t 4 f58x4 f 10. 


———— 


„ T Naxt Es Cx zT Dax Af i 
t 26 fade 396 face pac 
+ 3 F 3A T39v tac 

T Af T49?- T: 


T 5* fie. 
und hieraus findet man fuͤr die Buchſtaben A, B, C, D, ic 
folgende Beſtimmungen: e 

= e 
sept Af: g 
x =y T3396 T 1854 | 
N DST AA T2956 Fila 
GEREEST [iba 
| 
$. 218. 


Auch laßt fio, wenn ein Bogen, deſſen Sinus ober Co⸗ 
ſinus geſucht wird, durch eine zwey⸗ drey oder mehrtheilige 
Größe, ja ſelbſt durch eine ohne Ende fortlaufende Reihe 
ausgedruckt iſt, dieſer Sinus und Coſinus ebenfalls nach der 
gegenwärtigen Methode durch eine unendliche Reihe darſtel⸗ 
len. Um dies aber auf die bequemſte Art zu thun, reichen 
die erften Differenzialien nicht hin, ſondern man muß dabey 
zu den zweyten Differenzialien ſeine Zuflucht zu nehmen. Es 
ſey alſo 

s = ſin. (a T €x2 *F yx9 2x4 T «x Tac). 
und die dafuͤr gefuchte Reihe 

sz Ax T Bxz f Cx T Dxa r Ext T ic 
denn daß das erſte Glied verſchwinde, ift bekannt. Da wir 
hier aber zu den zweyten Differenziallen herabſteigen muͤſſen, 


ſo 
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fo muß auch der Coefficient A anderswoher beſtimmt wer⸗ 
den, und dies kann geſchehen, wenn man x unendlich klein 
nimmt. Denn alsdann iff der Bogen = ax feinem Sinus 
gleich, und es wird daher Ze Nun fey der Kürze 
wegen j 

= ax Go fox Tx. 
dam 8 6n werde: fo findet man durch die Differens 


ziatioan 
5 d$ & RER dds == dd. coſ. 2 ee 


Da alſo lin. 2 — s, und cof. 2 = el itt, ſo wird 


dsdd 
dds — T —: sdz2; oder adds t sdz3 + dsddz, 


2 Ce 219. ca 
Wir wollen annehmen, daß der Bogen z bloß durch ein 
Binomium ausgedruckt werde, und 2 ̊ T e ſetzen. 
29 bi d 
S RR. 32 = ( T abk)dx 
und wenn man ax als beftändig betrachtet 
ddz = a2 dxa; unb a 
dei" = = (a3 T GbR 2 12u62x2 } 863x3)dx5 
a yen s Ax F Bx r Cx; I Das T . dft 


ſo wird 
32 es A T^ T36x? T 49x35 T: 
und 1 — 23 T 68x T 1 Dr Tc 


Braucht man diefe Bene in Weg Differemial⸗ rn: 
fo wird: 
dzdds 
"dai 
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m = Lët a. 3 Ge 3.4Dux2} A. sung tie, 
21.28€ f22.3€6 72.3. 4D c. 
3 * Li 
M T Wr Bir Cs Ae, 
T Aa ef Bag ic. 
T 12 Aae fic. 
dsddz 


s ae f 496 t 66€ + gde qu 
Hieraus ergeben fid) folgende Beſtimmungen: 


2916 
Me. i 
D o B.A 
2.3 
on _2EE 6M Bes 
oio: Mh MA. 3. : 
Qc ERES (GÉIE 5 Bae Ze Car 
8« 4.5 4.5 4.5 
» 6G6  g9fes 12762 686 ` Dea 
$ GE Té. 7 73.6." $5.6 8.6 
G $86  gmes 12662 Das Ga 


qe 6.7« I "ez 76.7 7 647. 
e. 
und hat man dieſe Werthe gefunden, ſo iſt 
fin.(«x + 6x2) = Ax T Bx T Cx T Dx^4 gm 
> und A — 5, 2 


' F. 220i * 

Auf ähnliche Art läßt fid der Coſinus eines jeden Wins 
kels in eine Reihe verwandeln. Da aber Bogen fehr ſelten 
durch mehrtheilige Größen gegeben werden: fo wollen wir 
den Gebrauch der zwepten Differenzialien bey der Erfindung 

de 
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der Reihe für den Coſinus des Bogens x kennen zu lernen 
ſuchen. Es ſey alſo s — cof. x, und 
s = 1 — 9[x? T 9x4 — €x6 + Dxs — x. 

geſetzt worden. Da ds dxſin. x, und dds — 
d xa coſ. x = — sdx2 iſt, fo iſt dds TSsdxz — o, und 
man erhaͤlt alſo durch Subſtitution 

a ras ＋ A 4 B12 — 5. 66 x4 17.82x6— ic. 
m I — UA}  Sx4— Geet 
und dadurch, daß man die gleichnamigen Glieder gleich fett, 


A 
1.2 
A I 
r 4 
B 1 
le wueca NY NAM: 
42 „Sur 1 


Auf dieſe Art erhellet, was wir auch ſchon oben ausführlich 
bewieſen haben, daß 
X 2 R 4 x6 3 x8 
coſ x 8 — nn 
1.2 1.23.4 1. 0:35.90, 1.2.3.8 
— x. 


ift, unb bíe vorhergehende Reihe giebt, wenn man fuͤr den 
Sinus a o und a — 1 feit, 
x3 x$ x? x9 
Les. 1:803. 455 "in ue 
— X 

$. aor E 
Aus biefen bekannten Reihen für den Sinus unb Coſi⸗ 
nus findet man die Reihen fuͤr die Tangente, die Cotangente, 
: die 
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die Secante und Coſecante eines jeden Winkels. Denn die 
Tangente erglebt ſich, wenn man den Sinus durch den Go 
ſinus, die Cotangente, wenn man den Coſinus durch den 
Sinus, die Secante, wenn man den Radius l durch ben 
Coſinus, und die Coſecante, wenn man den Radius durch 
den Sinus dividirt. Es ſcheinen aber die durch dieſe Divi⸗ 
en gefundene Relhen ſehr teregulaͤr, ob fie gleich, die für 
die Secante ausgenommen, durch die oben gefundenen Bes 
noulliſchen Zahlen A, B, €, D, ꝛc. auf ein leichtes Progreſ⸗ 


fions: Geſetz zuruͤckgebracht werden koͤnnen. Denn da wir 


oben $. 127. gefunden haben, 
Aus Bas Cs Dus u 
ü St 1334 129,6 zi rfe 2.3. gie ne 
fo wird, wenn man iuc zx ſetzt, V 


e 1. 23?[x; 243 266xf. 28 Da7 
CO 8 — —— — — — 
1.2 T13.2.3. 2 n s 
— N. 
und wenn man Es für x ſchreibt, 
E 2 2x 2 Bx; 2€xf 2 Daæꝛ 
cot. dx m e nn —— U ͤ—k — [ G—·̃—q 
/ EV did 253.6 1.2.2.8 
222. 


Hieraus aber läßt (i die Tangente eines jeden geg 5 


auf folgende Art ausdrucken. Da 


5 2tang.x 
tang. 2x = 5 
\ es 1 — tang.x x- 


D - tang.x 


ift, fo wird 


cot. 2 * — 
An atang.x 2 


und alfo 
tang. X, == cot. x — Act. 2 X 


sos Diff. Rechn. 2. Cb. RS R Da 


1 


\ 


H 


GE — Z cot. x — i tang. 2” 
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Da nun 


Virg uiti sapin. s 266x*  289x7 
X 


o VE Or le RN er E EE 


— . 


/ 5 
I 24x 28 Bx T2 D Ten 
ea EE EE Ee 
x 1:2:5 339.394 X. 2.5. 6 1.2...8 

— X. 


ift, fo bekommt man Zug die Subtraction diefer Reihe von 


jener 


22(22—1)fx 24/24 X" e n * 
MEINT 2.— K* NC rex 


1:3 , L«2 «224 1525346 
28(28—1)9x7 
T M eus Ru Wm E» 


Braucht man daher die Buchſtaben A, B, C, D, 1c. F. 182. 


fo wird 
DAX 23Bx3 E 2$Cx* 2"7Dx7 


: tan X E gestoen ———-—-— -—— 
5 1.2 TT3.53 . 4 „ 


TN 


$. 223. 
Die Coſecante aber wird auf folgende Art gefunden. 


- Lp - 
Da cot. x = tang. x 2 cot. 2x — en T 2cot.2x ift, fo 


wird cot.x2 — 2cotx.cot.2x T 1, und wenn man die 


Wurzel auszieht, 2 
cot. x cot.2x T coſec. 2 
; daher denn 


cofec.2X = cot.x — cot. 2 x, 
und, wenn man x für 2x ſetzt, 
coſec. x S cot. A x cot. x. 
> N x: 
Da wir nun die Cotangenten haben, nemlich 
2 Ax 2 Bx 2 Cxõ 


cot. xk = — — — 1 
* 12 12.34 SE Dee 


E ; : „ ; 
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I 22 AX 24 Bx 3. a6 C f 
r om 0r oi. Ee — X. 
x LZ 994.25 N. 


fo wird, wenn man Dietz Reihe vn dens abzieht 


1 2 1) AX 202 -B 2(25—r1Gxs - 
amen I PR Abb 
x r5 2 21.23, LR 
9 Tc 
g. 224. 


Die Secante aber kann durch dieſe Bernoulliſchen Zah⸗ 
len nicht ausgedruckt werden, ſondern erfordert andere Zah⸗ 
len, welche in den Summen der ungeraden reciproken Pote⸗ 
ſtaͤten vorkommen. Denn wenn man feet AS 


T E un 


iaa DUE Lund - 6 
3 5 7 9 poa e 
së E SL ee Li y A 
d 33 8 p Lea 1.2.3.4 af 
1 I I 1 RES "m 
dinde x rapi t in EE 
TY e Eo I p € = 
EE 5? En EC 2:2 
\ D 1 
1 — r rr e d 
3 5 7 git? 1.3 . . 10 2 
D? 
ſo wird 
SEL" 
get 
N 7 es 8 
E Eo 
* 1385 
$ = 5052I ! d 


R 2 2 
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== 2702765 

A = 199360981 

2 19391512145 
—.2404879661671 


$i id ds 
und durch dieſe A nat man: 
$ 
Gezei Tate dois I a Pur 6 Circ" 
4 e ＋ dern; — 
Kë 


Um ben Zuſammenhang dieſer Reihe mit den ga 
, B, y; 9, 1c. kennen zu lernen, wollen wir die oben behan⸗ 


delte Reihe betrachten, nemlich? 
Ld 


— 
— 


5 


a m 
níin.—27 
n 


P m [E SG Së r 

m n m 2 zn —m 2uüTm 3n—m 
Man ſetze m c 22 — k, fo wird 
um 3 


— c. 


— 
— 


Ka 
ancoſ. * 
n / 


Hu Li LEE I : 1 
EE zn — ak. Tara serie 


Es 7 — == x, oder 1 nx, fo wird 


Ka * Ka : = 

— ſec. x = — m ſ— — — Tc. 

an n- anx nwTt2nx 3j3nse—2nx 
oder 


2 2 2 
ſec. mm——— Se — 3 


T—2x "Tox 14 — 2X 


ki, 


fec. x 
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FORERO, Vi — — RER A Lid 
UT .2—4x2 '9r2—4X? 255—432. VI 4X 
SEN, 


Verwandelt man nun die einzeln Glieder in Reihen, fo 
wird 


4 E I Y I 
ſec. x = —— Kor T um nmm r 1c.) 
* 8 ES 5 7 * 9 ; 
24x2 Y 13 1 
Te Le Horus Loic) 
26x4 T 1 T d 
lux at ET E 


Dé 
und wenn fuͤr dieſe Reihen die oben dafuͤr gegebenen Wer⸗ 
the geſetzt werden, fo erhält man eben die Reihe für die Ge 
cante, welche wir herausgebracht haben., 


$. 226. 


Hieraus erhellet zugleich das Geſetz, nach welchem die 
Zahlen o, f, y, 2, ꝛc. wodurch die Summen der ungeraden 
Poteſtäten ausgedruckt werden, fortſchreiten. Denn da 


1 Y b 
* — — — X — 6 
geg . cofx 1. 2 ST 1.2.3.4. CEDE M 
" ＋ f 
E? fo mug bie kene nothwendig dem Bruche 
0 € T 
x2 7 x4 2 x6 x8 


SAI. qe ape +8 


gleich ſeyn. Setzt man Së diefe Gleichheit voraus, fo bez 
fommt man 


zeg e. 


$3 n 
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12 


à / 
— 2 4 6 
271.25 17 Së LC e Zeg — 
e, e 8 Y je " h 
ES Lig A14  DENZÓQUI. 
, "e ß y 
QUA Lo CAI ege AER € 
. PIT. i are re t 
z E? ET ] 
n ren 
1 Le. te 
Hieraus aber fließen folgende Gleichungen: 
e I j 
5 
VY 
Bm zg 
1.2 : 
: DET 
y Es 4:3, — 3 2 
1.2 1.2.3.4 
6 5.45 e 
) 2 53502995409. 406 E 
Lg X aud 1. . 6 DEN 
» som Bon uu BT 6:5 : Beer, set 
22 2 Ie 5 Ie e 
ib 


Und aus dleſen Formeln ſind die Werthe jener Buchſtaben 
gefunden worden, welche wir $. 224. gegeben haben, und 
vermittelſt welcher die Summen der Reihen e wer⸗ 
den koͤnnen, die unter den M cn : 


E uem Ee ze Ld x cde 
gehören, wenn n = T E E 


EP 


u$ 
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Vom Nutzen der Differenzial-Rechnung bey der 
Aufloͤſung der Gleichungen. x 


227. 


E. ift bereits hinlaͤnglich gezeigt worden, daß man jede 
Gleichung auf die Form der Funktionen zuruͤckfuͤhren kann. 
Denn bedeutet y iebe Funktion von x, fo find in dem Aus⸗ 
drucke y — o alle nur mögliche endliche Gleichungen, die af 
gebraiſchen und die tranſcendenten enthalten. Man verſteht 
aber unter der Auflöfung einer Gleichung y So, die Fr 
ſtimmung desjenigen Werthes von K, der, in die Funktion 
y geſetzt, dieſelbe So macht. Meiſtens giebt es mehr als 
einen Werth fuͤr x, und man nennt ſie die Wurzeln der Glei⸗ 
chung y o. Laſſen wir daher f. g h, i, zc. die Wurzeln 
der Gleichung y — o feyn: fo ift die Funktion von der Art, 
daß fie = o wird, wenn man darin k oder g oder hac für 
x ſetzt. 


F. 228. 

Da alſo die Funktion y verſchwindet, wenn man für x 
darin koder x + (f x) ſetzt, indem f eine Wurzel der Glei⸗ 
chung y c o ift: fo wird nach dem, was wir oben von den 
Funktionen gehabt haben, 


(f—3)dy , (f—1)2ddy , (f— x)3d3y 
ETUR dx t 2dx2 1 6dx3 Tr 


SA Aus 
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Aus dieſer Gleichung wird der Werth der Wurzel f T die 
Art beſtimmt, daß man für x ſetzen kann was man will, und 
dabey gleichwohl allemal durch die Subſtitution der Werthe, 
welche y, uL LT xc, bekommen eine Gleichung erhält, 
welche den wahren Werth von CS Um dieſes deutlicher 
zu machen, wollen wir ; 
| yazı an: tar 4 
ſetzen. Alsdann ift 

dy dd 72 s d3j 

I GERT ART are 3 — 2; ud er, 
Subſtituirt man nun e? Werthe, fo wird 

5 = R — 253 T 3x — 4 T (E— X)(3xx — 4x t 3) 

T (t= e) f H= 

oder, wenn man wirklich multiplicirt, 

S D — affrzf - 4 So. 

Man findet nemlich eine der gegebenen aͤhnliche Gleichung, 
die daher auch eben dieſelben Wurzeln enthält, 


A 229. : 

Ob man indeß gleich auf dieſem Wege zu keiner neuen 
Gleichung gelangt, aus welcher man den Werth der Wurzel 
f leichter finden koͤnnte: fo laſſen ſich dennoch daraus ſehr 
wichtige Huͤlfsmittel zur Erfindung der Wurzeln herleiten. : 
Nimmt man nemlich für x einen Werth an, welcher irgend 
einer Wurzel der Gleichung ſehr nahe kommt, ſo daß die 
Größe f — x eine febr kleine Grohe iſt: fo Pose bie 
Glieder der Gleichung 


uda (Foxy, (F—x2ddy , (H= di 
ve dx t . 2dx2 às 6d x3 Tan 


auf ſehr merkliche Art, und man entfernt ſich daher eben 
nicht betvaͤchtlich von der Wahrheit, wenn man bloß die bey⸗ 
TS / den 


4 
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den erſten Glieder behält, und die übrigen insgeſammt weg⸗ J 
„läßt. Hat man alfo für x einen Werthe geſetzt, der irgend 
einer Wurzel der Gleichung y So beynahe gleich ift, fo ift 
naͤherungsweiſe 


E ydx 


5 
" : OA d y 
und aus dieſer Formel be man, freylich nicht den wahren 


aber doch, einen dem wahren ſehr nahe kommenden Werth 
von k. Setzt man nun dieſen von neuem fur x, ſo bekommt 
man dadurch den Werth von k noch genauer, und fo kann 

man ſich demſelben immer mehr naͤhern. 


oc te 


9. 230. 
Hiernach laſſen ſich zundrderft bie Wurzeln aller Digni⸗ 
täten aus jeder gegebenen Zahl finden. Es ſey z. B. die 


Zahl an T b gegeben, damit daraus die nte en sangen 
werde. Manfıse ` 


x? = an 4 b; oder re 


daß 2 un! 
res xn — an — b 
ſey. Alsdann iſt 
22 z2nxü"-T; dx a VAM Zë Din-2; 
dx 2dx2* ^" 92s SN 
d?y E n(n—1)(n— den T 
6dx3 3 
Setzt man daher die gesuchte Wurzel St, oder fe Y (an t b) 
fo iſt SS e \ 


o x an — br nf vier? T OT weer 


» Tox. 
Stimmt man Dr für x eine Zahl, die von der nern 
Wurzel nicht ſehr Gët, und dies (but man, wenn man 
R SE * 4 


* 


266 Zweyter Theil. Neuntes Capitel. 


* Sa macht, vorausgeſetzt, daß b fo klein fep, daß an tb 
«(at In iſt: ſo. wird naͤherungsweiſe b — nan- 1(f— a) 
und alfo 
"b 
fta fo 
nan-r 


wodurch man P Werth der Wurzel ſchon viel genauer Pens 
nen lernt. Nimmt man aber noch das dritte Glied dazu, 
oder ſetzt man N 
= nan-I(f—a) T n(n—1) 

I 

i wird 


at a) . 
e ibo 
2 2 2 b 
Po n— 1 2 U (n—1)? en 
oder 
(aa ivY(aaT2(n—1)b: na 


n 1 


an- (f — a) 2 


E 


f— 2 ——— 
ER T — akt 


£s 


Vermittelſt der Extraction der Quadratwurzel findet man 


daher den Werth der Wurzel £ nod) genauer. 


Erempel, 
Die Quadratwurzel aus irgend einer Fahl c zu finden; 
oder es ſey xXx — c y. 
Man ſetze die Zahl, welche der Wurzel am naͤchſten 
kommt — a, und b — c aa. Da aa b Se und 12 
ift, fo giebt die erſte Formel 


c — aa caa * 5 : 
=; und die andere f= Ye. 


à : 
Da alfo die Wurzel zunaͤchſt = VI ift, fo fege man He 


fen Werth für a, wodurch man den genauern Ausdruck 


fo 


e gënt, bey Aufl. RR 267 


ec T 6aac T a4 

4a(c taa) 
erhält. Es fep z. B. c; 5; fo hat man x bet erſten 
Formel 5 


f 


iia i 
Pct 3. m Gë 
Man ſetze alſo a a, fo wird £22 2,25; ferner a = 2,25, 
fo bekommt man f — 2,236111; endlich a — 2,236111, 


ſo wird (= 2,2360679, welcher Werth der um Wurzel 
aus 5 ſchon fer nahe kommt. 


/ D 


$. 233... s 
Auf ähnliche | Art laßt ſich aber auch die Wurzel einer 
d 

jeden Gleichung vermittelſt der Gleichung f — x — M 
naͤherungsweiſe finden, wenn man nemlich für x einen Werth 
angenommen hat, der von einer Wurzel der Gleichung nicht 
viel unterſchieden iſt. Um einen ſolchen Werth fuͤr x zu er⸗ 
halten, ſetze man dafuͤr nach und nach verſchiedene Werthe, 
und waͤhle dann denjenigen, welche den kleinſten Werth der 
Funktion y, d. h. denjenigen giebt, der o am naͤchſten kommt. 
Iſt z. B. 


Sai — RX T 3x — A 


ſo wird wenn man ſetzt 
WE — d x eso 
y=—2 ar 
* = ＋ 2 x= 2 


und Ce oes daß die Wurzel zwiſchen 1 und 2 fatte, 
Da alfo. $ n Le 3xx —4x t 3 ift, fo hat man zur Erfin⸗ 


dung wi — f aus x3 — axx 3x — * ie ui = 
Gleichung: 


: H 
H N 
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* ix 
8 2 xx ZX — 4) 
3xx — 4K 3 


Es fe) ald x — 1; fo wird KE E = 2. Nun ſetze 


T2 12 
— Es ſey x 
g 7 "TEE 
123322; 88 5 109. 2819. — ` : 
ſo wird £ — rer = irap 1653. Will man wei⸗ 
ter gehen, ſo iſt es bequemer die Logarithmen zu gebrauchen. 
Man ſetze alſo x — 1,653, fo wird ö 
Ix ‚= 0,2182729 x = 1,653000 
Ix? = 0,4365458 x? = 2,732409 
1x3 = 0,6548187 | x5 ee 4,516675 
x3, —— 4,516673 
3x == 4,959000 


M e 
man x = 2, ſo wird £ 2 — 7 = 


x? f 3x = 9475673 zu f 3 = 11,197227 
2xx f 4 == 9,464818 4x = 6,612000 


Zähler = 0,010855 Nenner = — 4,585227 
18,3. = 8,0356298 


1d. N. — 0,6613608 x = 1,65 3000 
1d. B. = 7,3742690 Bruch = 0,022367 
Te 1,650633 


und diefer Werth kommt der Wahrheit fehr nahe. 
ERIS $. 232. 

Noch ſchnellere Raͤherungen laſſen fid) aus bem allges 
meinen Ausdrucke herleiten. Denn da wir, wenn eine Funk⸗ 
tion y = geſetzt, und die Wurzel dieſer Gleichung x = f 
angenommen wird, f 


oc 
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(f— x dy , (f—302ddy , (f—x)3d3y 
dx . f 2dx2 t 6dx3 Tae 


gefunden haben: fo fep f — x 2, folglich die Wurzel 
fx T2. Ferner ſetze man 


O0 = f 


dy e 8p 8 dr 
5 dz =g; E dee : 
Tm 
22 Si 248 , z$t 
— 2 — — 
ozytept p 22 A 


Hat man in dieſer Er is x n einen Werth, 
durch welchen denn auch y, p, q, x, s, 1c. beſtimmt werden, 
angenommen, fo muß man die Größe 2 ſuchen; und hat man 
diefelbe gefunden, fo iſt die Wurzel der gegebenen Gleichung 
y Do oder f Xx Tz. Es kommt alfo darauf an, aus dies 


fer Gleichung den Werth der, unbglannten Groͤße 2 auf die 
bequemfte Art zu erhalten. : 


$. 233. 
Man ſetze z folgender convergirenden Reihe gleich 
2 = K F BTCTD TRT. 
ſo wird, wenn man ſubſtituirt, 


NORIS, 
pz AP ft Bp T Cp T Dp f Ep T: 
222 — ilAzq T ABq T ACq T ADq f x. 
T iBBq f B q pic 
223 e Z &Aár T ZA Er TA cr g a, 
a TiAB2rT X. 
22 824 z o 2 AA TiA3BsT M. 
ser E ils Aft r u 


Hieraus ergeben ſich folgende Gleichungen: 
Kees 


x 7 
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d 


9 

3 
y3q4 4 b ani 
2p$' 6p4 


. 


y?q? 33 
2p7 6p Rn" 12 pc 


yo 
S Ege tim 
Exempel. 


Es (ey die Gleichung x* fax 22 0 gegeben, 
Es iſt y D x* N 2x — 2 


dy ; 
n A s 


* 


dx 


= = a0x3 
— za = ox 


ER Dx 


Ed 


Nun ſetze man x = 1, weil dieſer Werth von der wahren 
Wurzel nur wenig abweicht, fo wird 
y^ 1j pP=7 4 = 20; r 260; 120 


und folglich 


b 
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1 10 200 1o. 5.1000 500 5 
WEE EE qut aaa 
ober 

> Eo 403-139 1745 

Lme——————— at, 23 — 0,185 alfo 

g 7 n 7 SÉ dc 
f 5 93; 


H $ 1 z 2 
Wenn man diefen Werth von neuem für x febte, fo würde 


man die Wurzel in einem hohen Grade genau erhalten. 


A 234. 

Wir haben alfo eine ohne Ende fortlaufende Reihe fhe 
die Wurzel einer jeden Gleichung gefunden; allein ſie hat 
den doppelten Fehler, daß theils das Fortſchreitungs⸗Geſetz 
derſelben nicht einleuchtend, theils ſie ſelbſt zu zuſammenge⸗ 
ſetzt und beym Gebrauche zu ſchwer iſt Wir wollen alſo die⸗ 
ſelbe Unterſuchung auf einem andern Wege anſtellen, und 
einer Reihe nachforſchen, welche die Wurzel jeder gegebenen 
Gleichung auf eine vegulärere Art ausdrucke. 

Es ſey aͤlſo wie vorhin die Gleichung y e o gegeben, ſo 
daß y jede Funktion von x bedeute: fo kommt alles darauf 


an x fo zu beſtimmen, daß die Funktion y o werde, wenn 


man darin den gefundenen Werth für x ſetzt. Da aber y 
eine Funktion von x ijt, fo ift auch umgekehrt x eine Funk⸗ 
tion von y; und geht man von dieſem Geſichtspunkte aus, 
fo hat man den Werth der Funktion x zu ſuchen, den fie‘ 
bekommt, wenn die Größe y verſchwindet. Wenn man alfo 
f ben Werth von x bedeuten laßt, wobey dieſes geſchiehet, 
und dies iſt allemal eine Wurzel der Gleichung y — o: fo 
wird, weil x bey y — o in fuͤbergehet, nach dem oben Bes 
wieſenen s i , 

r y dg y?^ddx a: E y4d4x 


f X — Eu GNE 
2d 7 edy? 24dy4 


. 


und 
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und in diefer Gleichung wird dy als beſtaͤndig betrachtet. 
Setzt man daher 
dx dp ` dq CE CEA 
dy LP dy - 05 aput x. 
und braucht dieſe Wehe, um die Ruͤckſicht auf ein beſtaͤn⸗ 
diges Differenzial wegzubringen, ſo wird 


I 1 1 Li 
ZS — r — 854 — —ty$ ` 
*. — P f 6 ra rei. KÉIS 


b $. 235. 

Hat man alfo für x irgend einen Werth angenommen, 
ſo werden dadurch zugleich die Werthe von y unb der Groͤßen 
P, d. r, S ic. beſtimmt; und hat man dieſelben gefunden, ſo 
iſt man im Beſitze einer ohne Ende forlaufenden und den 
Werth der Wurzel f ausdruͤckenden Reihe. Hat aber die 
Gleichung y — o mehrere Wurzeln, fo findet man dieſelben 
wenn man für x verſchiedene Werthe nimmt. Denn da y 
einen und denſelben Werth haben kann, wenn gleich für x - 
verſchiedene Werthe angenommen werden: ſo iſt es nichts 
beſonderes, daß eine und dieſelbe Reihe mehrere Werthe ge⸗ 
ben koͤnne. Um aber die Zweydeutigkeit in dieſen Fällen 
aus dem Wege zu raͤumen, und zugleich die Reihe convergi⸗ 
rend zu machen, muß man fuͤr x einen Werth ſetzen, welcher 
dem gefuchten nahe kommt. Denn alsdann wird der Werth 
von y ſehr klein, und die Glieder der Reihe nehmen betraͤcht⸗ 
lich ab, ſo daß man ſchon in wenigen Gliedern den Werth 
für k genau genug haben kann. Setzt man darauf dieſen 
Werth für x, fo wird die Größe y noch kleiner, und die 
Reihe convergirt noch ſtaͤrker, und auf dieſe Art findet man 
die Wurzel k bald ſo genau, daß der bleibende Fehler nicht 
in Anſchlag kommt. Hieraus fallt der große Vorzug der 

gegen⸗ 
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gegenwaͤrtigen Formel vor der vorhergehenden deutlich in 
die Augen. 


$. 236. 

Wir wollen annehmen, daß die nte Wurzel aus irgend 
einer Zahl N zu ziehen fen. Sucht man alſo die der N am 
nächften kommende nte Spoteftát, fo erhält man ohne Mühe 
N zz an ; b, und es ijt alsdann 


xn = an 4 b; und y = xn — an — h 


folglich 
dy = nx f dx; and g, p Zn 
2 8 BET "e 
en 
dr zs ame et und 


„ TORTE 
dy E rcr Sm n4x4n- X 
U, 


Nun fee man x — a; fo wird y — — b, und die geſuchte 


Wurzel f = 5 tb auf folgende Art ausgedruckt: 


(n — bb + (n—r)(an —r)b3 
ae nan-I n. zn. a2 n. an. Zu- a -f 


Db Ne . 


n- 
e: n.2n.3n.4n,a4n-I 


Auf dieſe Art erhalten wir eben die Reihe, welche man durch 


L d 
bie gemeine Entwickelung des Binomiums (an + p)" findet. 


Eulers Diff. Rechn. 2. Th. 1. Abth. S $. 237. 


l 
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/ $ 237. 
Hat man alfo durch die Extraction die Wurzel a, und 
zugleich den Reſt b gefunden, ſo muß man zu der Wurzel 
: x 
noch den Werth des Bruchs — sr addiren, um die Wurzel 


— D 
„weil 


genauer zu bekommen. Es iſt aber an- 1 = EV 
ND an q b iſt. Allein auf diefe Art erhält man die Wur⸗ 
zel groͤßer als ſie ſeyn ſollte, und muß daher das dritte 
Glied abziehen. Um alſo durch die Divifion des Reſtes b 
die Wurzel der wahren naͤher zu erhalten, muß man den 
dazu erforderlichen Divifor auffuchen, und wir wollen ihn 
nan-ı 4 «b f Abb T bs T: 

ſetzen. Da bey dieſer Annahme 

na"-i fab T bz f bs pi. — 


b — (n—r)bb,(n-i(zn-o0bS (n- 1)“ zn )- b! 
— E — — — -— — —e— 
nan- r  2n2a2n-1 ^ (n333n-1 24n4a4n- T 
"Bax 


feon muß, fo wird, wenn man durch nan-ı Tb T og IF 
yb3 Ta multiplicirt, 


S 
(n—r)bb , (n—1)(2n—1)b3 -In. 
An 6n232n nz Tie 
4 ab? (n—1)«b5 | "(n 1) 2n—1)«b4 
San? EE? 6n3a3n-X 
+ DE - (n—DAb4 
: ‚man-z ? 2n2a2n-I 
yb4 
t muc? 


Hier: 
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Hieraus ergeben ſich fefaende Beſtimmungen: 


2 —1 
2 en 


2a , à 
4 Eege DOT 
EREM? Gnanit 1a nan fr 
. (Guis  (n—1)2n—De , (n—1Y(?n—1X3n—1) 
2 n an Gnzazn 24 nZaZz uf 
f oder 
iai (n — D (n t) 
24na2nti1 
Demnach iſt der Bruch, welchen man zu der gefundenen Wur⸗ 
zel a noch hinzu addiren muß, 


b 
— (n— 1b (nn — bb (nn — 1)b3 
v 2a ı2nantı 24 nazufx 
$. 238. 


Wenn alſo die Quadratwurzel aus der Zahl N gezogen 
werden ſollte, und die zunächft kleinere Wurzel a, und der 
Reſt b bereits gefunden worden waͤre: ſo muͤßte man zu a 
noch den Quotienten addiren, den man faͤnde, wenn man 
den Reſt b durch 
LM 

ai ' 1688 
dloidirte. Sollte aber die Cubik wurzel gefunden item fe 
müßte man den Reſt b durch 


. b 
2a T € Ge — i6 


2 bb. bs 
weint 


dividiren; und hierbon wollen wir nun einige Bey piele 
herſetzen. 
S 2 Erſtes 
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Erſtes Exempel. 
Man ſoll die Quadratwurzel aus der Sabl coo finden. 
Man ſetze N = 200, und da das naͤchſte Quadrat 196 
iſt, ſo - azcIA4 und bz 4. TA mon alfo i biefen Reſt durch 


Ke $ 
28 ts wre + a dividiren fell, fo hat 


man nis Diviſor 2,1421353 und dividirt man 4 dadurch, 
fo bekommt man einen zu 14 hinzuzufuͤgenden Decimalbruch, 
der bis zur zehnten Zifer und noch weiter richtig iſt. 


Zweytes Exempel. 


Man ſoll die Cubikwurzel aus N= ro finden, 
Der nächfte Cubus íft 8, und der Reſt 2; alfo a 2 und 


zo, und der Diviſor — 12 * 1 — m 12,9444. Dem⸗ 
nach ift bie gefuchte Cubikwurzel näherungsmeife 


2 } 10000 
= 2, — 2 . 
t 12,9444 t 64722 


$. 239. 
Die für bie Wurzel gefundene Reihe kann auch als eine 
wiederkehrende aus einem Bruce entſprungene Reihe anges 
ſehen werden, indem dadurch die Glieder der Reihe auf weit 
weniger Glieder in dem Zaͤhler und dem Nenner des gedach⸗ 
ten Bruchs zuruͤckgebracht werden. Bey einiger Aufmerk⸗ 
ſamkeit ſieht man bald, daß beynahe ſey 


(a T b) an. — 


Lë 
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und noch genauer 


"dut eie 
(a Tb)? = au. 
et a) pt cx M tms Za 


Auf ähnliche Art kann man 8 Einführung mehrerer Glie⸗ 
der noch genauere Bruͤche bekommen, z. B. 


(a tb)  — an K 


Së „1 b f ed 244 T2) t r)b* 
10 1200 

SEEN 

4585 a» Pap p = 15 — 2) pa — 0 . 2)(n—1r)b 


120. 
Ja es m fi eine nies Form geben, nach welcher 
man ſich richten kaun. Man ſetze nemlich 


m(n m) men — m) 


AU — — A 
` 1.2m D 1. 2m 
SS (m nf n-) Be Damp 
f ^ 2(2m— 1) 2(9m —1).. . 
6x (m-) nm — 2) "es — 
3(2m —2) 3(2m —2) 
Ü n= D (m—3)(n—m1t3)«. 
RER 9003) 
1C. , c. 


Hat man dieſe Werthe beſtimmt, ſo iſt 
am I Aam- 1b FBam-2h2 4 Cam- 3bs Fc. 


Bir a. Ha- b f Ban- 2b — Cen- ba Tic. 


$. 240. 

Wenn in dieſen Formeln für n gebrochene Zahlen geſetzt 
werden, ſo bekommt man darin ſehr bequeme Ausdruͤcke zur 
Extraction der Wurzeln. So kann man, wenn die nte Wur⸗ 

G 3 zel 
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zel — der Form au 4 b gezogen er ſoll, folgende Aus⸗ 
druͤcke gebrauchen: 


n 2h an (n ib 

à n 55 — 

a T di 2na" FP (n - ib 

x 12n2a29ft6n(2n + 1)a*bt(2n t (n Fi) bb 

o n 77S 

ez en, 12n 2429t6n(2n—1)a9bt(2n—1; (n—1ijbb 

Wenn aber an $ b == N geſetzt wird, und alfo an = N — b 

iſt, ſo wird ` 

2nN — (n— _nb b 
2nN — (n 4 + 1b 

12n2N2—6n(on—1)NbT/a2n-—1Yn—1)bb 

1202N 2—ó6n(an t 1)Nbr(an t n T 1)bb 


0 


(an bu TE 


d X 
(an t bj za. 
$. 241. 

Die allgemeine Formel zur Erfindung der Wurzel einer 
jeden Gleichung leiſtet daher bey den Gleichungen, die aus 
mehrern Gliedern beſtehen, eben den Nutzen, welchen die 
gewoͤhnliche Binomiſche Regel bey der Auflöͤſung der reinen 
Gleichungen x» = o gewährt, und geht in dieſem Fall auch 
in dieſe Regel uͤber. Wenn aber die Gleichung eine unreine 
oder ſelbſt tranſcendente Gleichung iſt, ſo leidet auch dadurch 
der Gebrauch unſerer Formel nicht, und giebt dann fuͤr den 
Werth der Wurzel eine ohne Ende fortlaufende Reihe. Da 
dem ſo iſt, ſo wollen wir dieſe Anwendung genauer kennen 
zu lernen ſuchen. Es ſey alſo folgende unreine Am e er 
dern beſtehende Gleichung gegeben: 

- X CX N 
fo daß e und N bekannte Großen bedeuten. Man ſetze 
An en Nr y, fo wird dy — (nx^-X $c)dx, und 


Ferner iſt nunmehr 
, dp: 


t 
elfe Ke rss 


OK 
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n(n—1)xn72dx | : 


n(n—r) xn 
(nx»-I4c)2 j und r 


(nxo-x —c)? 
Auf ähnliche Art findet man, da r 8 s--- if, 
dy dy 
E n2(n—1)(2n—1i)x22-4 — n(n—1)(n—2)cxn7X 
E (nent f c)* P 
— n3(n—1I)(2n—1)(3n—1)x32- 6 
s = T4n2(n—1Xn—2)Y(2n—1)ex22-5 : (n- Te) 
— n(n — UU — 2)(n — 3)c2x2-4 J 


n4(n—r)(2n—r)(3n-1)( Ani) x 4^- 
—n3(n-- r)(n—2)(21—1)(29n—1i1) cex3 n -7 ^ 
Tn2(n—1)(a—2)(2n—1)(nn—29jc?2x2n76 Ee 
— n(n—-Ijn—2Yn—3Xn — 4)c3xn7$ 
| x. 
Hat man dieſe Werthe gefunden, fo ift die Wurzel der gege⸗ 
benen Gleichung, 

f= x py T a2 — iy? T z — siet? Fi 
Denn man mag für x fegen was man will, (wodurch zugleich 
die Buchſtaben y, p, a, r, ꝛc. beſtimmte Werthe bekommen) 
fo ift die Summe der Reihe allemal dem Werthe Einer Wur⸗ 


zel gleich. 


dp. —— Ss 


Erſtes Exempel. 
Es fy die Gleichung x5 T 2 2 gegeben. 
Hier ift o 2, N , n e 3, und ye x3 fax 2. 


Man ſetze x — x, ſo wird y 1; ER KE — SÉ 

= ET 8 — TT ; ꝛc. und die Wurzel der Gleis 

chung iſt ? , 
fzi— iuo wege i = 0,770751. 


S4 Nun 
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Nun ſetze man x= 077. Day - x3 T2x—2; 
t I R 
pe SEN q — —6p3x;r-:9xxp$ — 12p$, unb 
s — — 2160p7x3 F 720p”x ift: fo hat man, wenn man 
die Logarithmen nimmt, 
lx ——9,8864907|x =0,77 
1x2==9,77298141x2==0,5929 
| 1x3229,6594721|x32—0,456533 
] 2Xzz1,54 - 


x3 T2x—1,996530 
Folglich y=—0,003467 
1 — y=7,53995385 3x x-& 23,7787 
lp =9,4226575 ; K3xxt2) —0,5773424 


1- py-—6,9626113; — py —0,0c091751t 
FT E BIB PO T RUL TERRE ES. 
3 =8,2679725 
1x —9,8864907 
13=0,4771213 


1y? =5,0799076 


1 3% 3,7114022 — %% hr 
Hiernach iſt die Wurzel f — 0,0770916997, und kaum in 
der letzten Zifer der Wahrheit nicht gemaͤß. 
Zweytes Exempel. 
Es ſey die Gleichung x4 — 2xx T 4x — 8 gegeben. 
Man ſetze y e x4 — axx F Ax — 8, fo wird dy — 
4dx(x3 - t1) 


Y ; dp —3zx FI olali 
"n 4G3 —x11) dx TT) Sie 4 
axxo dqex 21x4 — I2xx — 3 sib 


xis l0x3—1xT1)2! dx — i16(33— x f 104 


rc 
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U 
21x4 — I2xx 3 
. t eu 6 
64083 — * 1795 


Hierdurch bekommt man für die Wurzel der Gleichung 


fx Y (3xx — yy. Lay 
BC 4(x3 KTI) ` ECH x3—x[1)3 E 
— de. 


Man muß alſo x einen ſolchen Werth zu geben ſuchen, daß die 
Reihe convergire. Nun faͤllt in die Augen, daß, wenn man x fo 
beſtimmen wollte, daß x3 — x T1 So würde, dann alle 
Glieder dieſer Reihe, das erſte ausgenommen, eine unend⸗ 
liche Groͤße bekaͤmen, und man alſo ſeinen Zweck verfehlte. 
Es wird daher nothwendig für x einen ſolchen Werth zu ers 
waͤhlen, daß y klein und x3 — x F nicht klein werde. Es 
ſey x , fo ift y = 5, unb 


5 25., 125 
Ee — — _ tr og 
KS pei „ à 


it brey Gleder S — 23 4 Leine geometri 
y e die drey Glieder mes. H E sin geometriſche Rei⸗ 
he bilden, deren Summe 5 ih fo ift ahngefahr =. Gà 


3 23 2 
ſey alſo X isi. fo ift reo xxi; 


folglich 


I AR. 
f 2 2 Leg Aë ëm — — — E ` EES" 
64 ' 256.529 wé n6R 


Nun ſetze man x = 1,61, fo wird, wenn man zugleich x3 — 
x T 1 2 nimmt 
lx == 0,2068259 A SS Lët. 
1x? — 0,4136518 x2 — 2,592I 
1x3 e 0,6204777 x3 = 4,173281 
1x4 = 0,8273036 x4 — 6,718983 
S 5 folglich 
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folglich 
1—y = 8,4016934 y= — 9025217 
12 = 0,5518502 
ae 2 = 3,563281 
: 22 7,8498432 
14 = 0,6020600 —- == 0,0017693 


12 
= = 7,2477832| 3xx — 1 = 6,776 


* 


1(3xx— 1) == 0,8309926 
ly2 = 0,3633868 
7,6343794 ! 

123 = 1,6555506| ` 


5,9788288 
132 == 1,2041200 


(3xx—1)y* 


47747088 |. 327^ 
Folglich 
f — 1,6117632. 


£4 0,000005952 


$ 242. 

Diefe Methode die Wurzeln der Gleichungen beynahe 
zu finden, erſtreckt ſich auch auf die tranſcendenten Groͤßen. 
Wir wollen eine Zahl x ſuchen, deren aus irgend einem Sy⸗ 
ſtem genommener Logarithme zu der Zahl ſelbſt ein beſtimm⸗ 
tes Verhaͤltniß habe. Man ſetze dieſes Verhaͤltniß : n, fo 
hat man die Gleichung x — nIx zo. Ferner fep k der 
Modulus jener Logarithmen, ſo daß man ſie finde, wenn 
man die hyperboliſchen Logarithmen durch k multiplicirt, 


f kd 
wodurch d.1x = — wird. Man fege demnach 


x — nix ze y 
und 
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und f£ fen der geſuchte Werth von x, wobey x 2s nix werde. 
Da alſo y = x — nix ift, fo wird 

kndx dx(x— kn) 

7 d 


dy — dx — 


dz ubt * i kn 
unb às cpm ini alſo dpzz— LI folglich 


dp — knx à 2knxdx + k2n2dx 
— — = - — e ————— 
3 Te NIT) 
d k 

dp — nx(2x t kn), 10. 

dy KEIER 


Demnach wird - 
xy knxyy knxy3(2xtkn) 
En aan 6&—kn)s 
Wir werden aber unten ſehen, daß dieſe Aufgabe keiner Auf⸗ 
lófung fähig ift, wofern nicht kn > e oder als die Zahl an⸗ 
genommen wird, deren hyperboliſcher Logarithme — 1 ift, 
d. h. es muß kn 2,7182818 ſeyn. 


f—x— ee. 


Exempel. 


Man foll eine Zahl außer 10 ſuchen, deren gemeine Loga⸗ 
rithme der zehnte Theil der Fahl ſelbſt foy, 


Da von den gemeinen Logarithmen die Rede iſt, ſo iſt 
k = 0,43429448190325; und da n = ro iſt, fo hat man 
nk = 4,3429448190325. Setzt man nun x zz x. fo wird 
5 =I und 

e r 
Fuge 349) 7 ^ à 

folatid) beynahe f— 1,37. Man fe&e alfo x = 1,37, fo 
wird 1x = 0,136720567156406, und ba y — x — 101x iſt, 
fo wird y = 0,0027943284350, und 

* d kn = 2,9729448199325. Cs werde alfo 

ix a 
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Ix ex 0,1367205 
ly = 7,446273. 
7,5829978 
l(kn — x) = 4731866 — xy 
1,1098122 x— kn 
Da ferner das dritte Glied 
knxyy e kny ` xy 
2(x—knuji  2(x—kn)? ' x—k 
fo mich . 


= 0,00128769 


ift, 


we es = 7,1098112 
= 7,4462773 
lkn = 0,6377842 
5,1938527 
In — x)? = 0,9463732 
42474995 
12 = 0,3010300 
1d. 3. Gl. = 3,9464695 
1. Gl. x = 1,37 
2. Gl. = o, 00128769 
3. Gl. == o,co000088.- 
f= 137128857 
If = 0,137128857. 


$ 28 


Wenn die Gleichung eine Exponential- Gleichung ift, fo 
kann man dieſelbe auf eine logarithmiſche zuruͤckbringen. 
Soll z. B. der Werth von x gefucht werden, wobey xx — a 


ift, fo wird x1x — la. Setzt man daher 
5 xlx — la, fo E dy = dxlx t dx 


d 
unb tm £m p Ferner ift nunmehr 


Em) 
n 


dp = 
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d * r 
1 x(111x)2 ' un; — E70 
? dx e dei ^ : 
dy — Xu I —— zur D und folglich 
dq SCH " 
do Ro UH I Gerner ift 
—2dx lod x 15 dx f 
dr?! LA 
; x3 (1T1x)* x3(1rlx,3 SE xy alfo 
DE ce 10 N 
Ze xx x*(iT1x)5 Gees x 
2 6 40 105 105 
ter X (ITI) t X ı +12)? t x* ıplx)® Dire: 
—24 196 700 . 1260 — 
" stat ` xx ) beer Ss x'(rplx)* 
ees ` EE 
` ai (ITIX) I! 


Wenn daher der wahre Werth von x Sk, und alfo EI = à 


iſt, ſo iſt 


fa 
rt. dE 
WA ax (ITI) ax (ITI) 8x3(14x)? Saa Flx)? 
quu ER TEE 
drapu iax*(rplx) — Sx'(rpix)$ 
y^ y? 
Bur 3x'(rrlx)? 
75 
d 7 ox (tix) 
K. 


Dieſe Reihe alſo, ohne Ende fortgeſetzt, giebt den wahren 
Werth von f, man mag für x einen Werth ſetzen was fuͤr 
einen man will, indem man y — xIx = la nimmt. Setzt 
man z. B. x — 1, fo wird y=— la, und | 


12 
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E 2(la)3 . 9(la)4 " 32/1a)* = 625(la)6 
3 8 15 144 
Td 


wie la den hyperboliſchen Logarithmen von a bedeutet. 


fzijfla— 


/ 


Ge Gg 


Exempel— 

Man ſoll die Zahl k ſuchen, wenn ff = 100 iſt. 

Da a = 100, und y — xIx — la — xlx — lıoo iſt, 
fo fege man, da bekannt ift, daß £ > 3 unb < 4 fepn muß, 
* 2 Alsdann iſt 


lx = 1,25276296849 
XIX = 438467034972 
1100 = 4,60517018599 


y= — 0,22049983627 
IT IX = 2,25276296849 
Demnach ift, wenn man die gemeinen Logarithmen braucht, 
l-y= 93434083 | 
11 T) 0,3527156. 


Er 
8,9906027; Is = 0,0978797 
1y2 8,6868166 
31(1 F lx) = 1088 1468 
—— 
7,6286698 
lax =17 = , 8450080 
— — — 


p a | 
61835718 reer Ts 75 


Es iſt alfo ohngefaͤhr k = 3,5972772; wenn man aber die 
folgenden Glieder mit zu Huͤlfe nimmt, f= 3,8972852. 


F. 244. 
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$. 244. 
Außerdem aber feiftet die Differenzial- Rechnung bey 
der Aufloͤſung der Gleichung einen vorzuͤglichen Nutzen, wenn 
eine gewiſſe Beziehung, welche zwiſchen den Wurzeln ftatt 
findet, bekannt iſt. Es fep die Gleichung y — o gegeben, 
und y darin irgend eine Funktion von x. Waͤre nun z. B. 
bekannt, daß zwey Wurzeln dieſer Gleichung um die Größe 
a verſchieden waͤren, fo wuͤrde man dieſe Wurzeln leicht auf 
folgende Art emdecken. Es bedeute x die kleine Wurzel, und 
alfo x a die größere. Da die Funktion y verſchwindet, 
wenn x eine von den Wurzeln der Gleichung y = o vorſtellt, 
fo wird fie es ebenfalls thun, wenn man darin x a ftatt x 
fetzt. Es iſt demnach 
ad 2 a2ddy , 43d 3 y 

PERROS dx 2dx2 TE 6dx3 t 

woher denn, ba y Do ift, auch 
x addy , a2d*y 

x 2dx2 T 6dx3 Toc 
wird. Dieſe vont Gleichungen zuſammen genommen, ges 
ben auf dem Wege der Elimination den Werth der Wurzel 
*, und die andere Wurzel iſt um a groͤßer. 

* 


D Ss 


Exempel. 


Es ſey die Gleichung: 
x$ — 24x3 + 40x? — 36 — D 
gegeben, und davon irgend woher bekannt, daß zwey ihrer 
Wurzeln um 1 von einander . fino. 


Setzt man 
y zz * — 24x? 49x» — 36, er 


E 4 — 72x2 
i 5x 2x? 7 98x 


dér 
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= 10x3 — 72x f 49 


— EZ IOx4 — 24 


— e 5x 


ds 
120dx* 
Da nun à — r ift, fo hat man 
A. . . 5X4 T 1ox3 — 62x2 T 31x T 26 20. 
Nun ift abet 
„ B. . xf — 24x3 T 49x? — 36.0. 
Man multiplicire alſo die obere Gleichung durch x, und die 
untere durch 5, ſo bekommt man — die 9 dieſe 
von jener 
10x4 T 58x — 214w + 26x T 180 = o, oder 
C. . . 5X 4 T 29x3 — 107x2 T 13x T 90 — o. 
Zieht man hievon die erfte A ab, fo bleibt 
D...I9x3 — 45x2 — - 18x T 64 =o 
D.5x..95x4.— 225x3 — | gox? T 320 
A.19..95x4 T 19ox3 —  1178x? t  589xT 494—0 
E.. . 415K —  1088x2 T 269 ⁹ 494 0 
D. 415. . . 7885x3 — 18675x? — 7470x 7 26560 —0 
E. 19. . . . 7885x3 — 20672x? T Stix T 9386 0 
D. 247. = 4693x3 — III SX 2 — 4446x } 15808 —0 
: EK.32....13280x3 — 34816x2 T 860x T 15808 —o 


— 


. 8557x2 — 2370¹ T 13054 —0O 
F .8587;..17148239x2 — 108033047x T 147473138 =0 
G.1997...17148239x2 — 47230897x T 26068538 o 


60702150x T 121404300 —0O 
Hieraus 


* 
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Hieraus folgt, x — 2, und es ift rd and. 88 3 eine 
Sut ber Gleichung. * 


SS $. 245. = 
Es kann indeß dieſe Operation auch ohne Differenzial⸗ 
Rechnung zu Stande gebracht werden, weil man die Glei⸗ 
chung, welche die Differenzial⸗Rechnung gab, ebenfalls da⸗ 
durch bekommt, daß man in der gegebenen Gleichung x Fa 
für x fegt. Uebrigens ift die gebrauchte Eliminations⸗Me⸗ 
thode ſehr muͤhſam, und wuͤrde, wenn die Gleichung zu ei⸗ 
nem hoͤhern Grade gehoͤrte, unſaͤgliche Arbeit nöthig mas 
chen, daher ſie bey tranſcendenten Gleichungen gar nicht 
brauchbar iſt. Nehmen wir aber an, daß zwey Wurzeln 
einer Gleichung y = o einander gleich ſeyn, fo verwandelt 
ſich ge Neiva apap weil dann ^a a o ift, in 


dieſe, . Ka L o. So oft daher eine e y — o zwey 


gleiche Wurzeln hat, fo oft ift auch $ di Y —o, und diefe beyden 


Gleichungen geben, mit einander verbunden, den Werth von 
x, dem zwey Wurzeln gleich find. Wenn alfo umgekehrt 


j 1 d ` 
zwey Gleichungen, y So, und x = o, eine Wurzel gemein 


haben, fo ift dieſe Wurzel auch zweymal in der Gleichung 
1c enthalten. Dieſes findet Gott, wenn nach gaͤnzlicher 
Elimination der Größe x aus den beyden Gleichungen y —o 


und x = o eine identiſche Gleichung gefunden wird. 
Wuͤrde z. B. die Gleichung 
x3 -— NK AS f 8 o 
gegeben, fo wäre auch 3xx — 4x de o, unb ſetzt man 
das Doppelte hiervon zu jener Gleichung hinzu, ſo wird 
Eulers Diff. Rechn. 2. Ch. 1. Abth. D * 2 7 
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tr ax 12x 2 o, oder xx T 4x — 12 o. 

Das Dreyfache davon ift, 
3xx T 12x — 36 — o, alſo 
3xX— 4x — 4 = o davon abgezogen 
i D ET s ëss 32 — 0, 
| * — 2 o. 

Da ſich alfo x 2 ergeben hat, ſo ſetze man dieſen Werth 
in eine der vorhergehenden Gleichungen 3xx 4 A 
S2. Hierdurch bekommt man die identiſche Gleichung 
12 — 8 — 4 o, und daraus ſchließt man, daß die gege⸗ 
bene Gleichung x3 — xXx — 4x f 8 = o zwey gleiche 
a bag? sentis 2, babe, 

PEE F. 246. 

Hat man alſo eine algebraiſche Gleichung von Bac 
einer Anzahl von Dimenſionen: 

* d AxeCI T Bxn-2 f Oxn-3 1 Dxs-2 lon. S o, 
welche zwey einander gleiche Wurzeln enthält: fo ift auch: 

nxn- T ＋ (n—1i)Axn-2 + (n—2)Bx?-3 t (n—3)Cx?-4 t 
(n—4)Dx^-* kä, o. 

[7 ift nemlich die zwiefache Wurzel jener Gleichung auch 
eine Wurzel von dieſer. Man multiplicire iene mit n, und 
dieſe mit x, und ſubtrahire das letztere Produkt von dem 
erſten, ſo bekommt man 

Axn- 1 ＋ 2Bxn-2 43Cxn-3 T4Dxn-4 N 2c. So. 
Ferner multiplicire man jene durch a, dieſe durch b, und ab» 
dire beyde: ſo wird 
aan T (a f b) Ax N (af ab) Bxu-2 Tf (a f zb) Cx a ic. 
Lo 

und dieſe Gleichung, mit der gegebenen verbunden, wird die 

Wurzel geben, welche die gegebene Gleichung doppelt enthält. 


Da nun die Groͤßen a und b willkuͤhrlich angenommen werden 
: fónz 


; 
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koͤnnen, fo hat man in den Gocfficíenten a, a t b, a t 2b, at 3b 
ze, irgend eine arithmetifche Progreſſion; und wenn alfo eine 
Gleichung zwey gleiche Wurzeln hat, fo findet man dieſel— 
hen, wenn man die einzelnen Glieder der gegebenen Gleichung 
durch die Glieder irgend einer arithmetiſchen Progreſſion 
multiplicirt, indem die auf dieſem Wege reſultirende Glei⸗ 
chung die Wurzel enthält, welche fib in der gegebenen zwey⸗ 
mal findet. Werden z. B. die Glieder der Gleichung 

xn 4 Axn-I T Bxn-2 4 Cxn- 3 4 Dxn-4 T6 m 
durch folgende arithmetiſche Progreſſion multipficiet, 

a; a 1 b; a Tab; a f zb; a 4 4b; ıc 
N ſo entſteht dieſe neue Gleichung: 
axn (aTb)Axn-i T (aT 2b)Bxn-2 t (ar3b)Cxn-3 ꝙ ꝛc. 
=o 

welche mit jener verbunden, die gleichen Wurzeln zu erken⸗ 
nen giebt. Und dies ift die hinlänglich bekannte Regel zur 
Erfindung der gleichen Wurzeln einer ieiuno, wenn Die: 
ſelbe deren zwey enthält. 


$. 247. 
Hat eine Gleichung Do drey gleiche Wurzeln, fo iſt 
: A E 8 dér dän & 
nicht nur SE fondern auch SUAE? 9. wenn man für 


x ben Werth der Wurzel febt, die in der Gleichung y — o 

brepwaf enthalten iſt. Um Bo hiervon zu überzeugen, fete 

man die drey Wurzeln der Gleichung x, x a, x b, fo daß 

man ſich zuvoͤrderſt dieſelben als um a und b von einander 

verſchieden vorſtelle. Da nun y verſchwindet, ſowohl wenn 
man x t a, als wenn man + b für x fent, fo ift 

jy ,. 

ady , a?ddy 577 a4d4y 

YT m ars: ee ee 

T 2 yt 


Keep 
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bay, bzddy ` b3d3y , baday , TEC 
— tt fo en e 
YT 2dx= 6dx3 `" där? A e x 


Zieht man von dieſen beyden letztern elde die erſte 
ab, ſo wird 
dy n addy 22d3% S, a3d4y 
2dx* 6dx3 24dx4 
a „ddr " Rath EN b3d4y 
dx '.2dx2 6dx3 24dx4 
Man ſubtrahire auch dieſe Gleichungen von einander, und 
dividire durch a — b, fü wird 
dir (a t b)d3y (aa ab T bb) day KH 
Düxz DES dx 24 d x e 
Endlich fege man a — o und b — o, fo daß nunmehr die 
angenommenen drey Wurzeln einander gleich werden, To 
echält man : 


33 


* zz 


cO, 


F. 248. 


So oft daher eine Gleichung, y — o, drey gleiche Wur⸗ 
zeln, nemlich, €, £ k hat, ſo oft it die Größe k nicht bloß eine 
; 1 
Wurzel der Gleichung i.a. o, fondern auch von adi zo. 

dx ax? 
Da alſo k eine gemeinſchaftliche Wurzel der Gleichung 


dy usd ; Ge v AES 
A6 und ihres Differenzials yer Diane ift: fo erhellet 


H " 3 ? d 
aus dem Vorhergehenden, daß fie in der gleichung r 0 
zweymal enthalten iſt. Wenn daher die Gleichung 


xu f Ax & B BOOxt-3 DA A a0 
drey 


/ & 
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drey gleiche Wurzeln f, f, f enthält, fo hat die Gleichung, 

welche man durch die Multiplication ihrer Glieder durch eine 

arithmetiſche Progreſſion erhält, zwey gleiche Wurzeln f, f; 

und man kann dieſe von neuem durch eine arithmetiſche Pro⸗ 

greſſion multipliciren, um eine Gleichung zu bekommen, 
worin k nur einmal eine Wurzel iſt. Man erhält auf dieſe 

Art drey Gleichungen, die eine gemeinſchaftliche Wurzel faz. 

ben, und findet durch ihre Verbindung die Wurzel ſelbſt 

leicht. Denn wenn man ſolche arithmetiſche Progreflionen: 
waͤhlt, deren erſtes oder letztes Glied — o ift, fo bekommt 
man eine um einen Grad niedrigere Gleichung, und erleich⸗ 
tert ſich dadurch die Elimination. : 
- / 
$. 249. 

Auf ähnliche Art läßt ſich zeigen, daß, wenn eine Glei⸗ 
chung, y — o, vier gleiche Wurzeln f, f, £, f, hat, bey x — f 
nicht nur y SO ` -— o I we o, ſondern auch pel 
=ofey. So wie nemlich die Gleichung y — o bie Wur⸗ 


; d 
zel k viermal enthält, fo ſteckt dieſelbe in der Gleichung 85 E 
. d f SZ 
dreymal, in der Gleichung =! So zweymal, und in der Glei⸗ 


da 
chung L = o einmal, Dies ſieht man noch leichter, 


wenn man erwägt, daß die Funktion y in dieſem Falle die 
Form (x — f) Ax haben muͤſſe, wenn X irgend eine Surf: 
tion von x bedeutet. Legt man dieſe Form zum Grunde, 
ſo iſt 

X= (x-—f) LARA PR 

2. G DGX I) 


T 3 SE, E 
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und alſo durch (x — £)3 ved Auf ähnliche Art hat 
po. z; den Faktor (x — fa, und © den Faktor x — f; 
ri erhellet, daß die xs x f, wenn dieſelbe in 
der Gleichung y — o viermal enthalten d in 5 = 


da 
= = o jiwepmal, und I einmal 
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Anmer⸗ 


Anmerkungen und Zuſaͤtze 
f ixi 
erſten Theile und der erſten Hälfte des zweyten Theile 
der 
vollſtaͤndigen Anleitung 
zur ü 
Differenzial⸗ Rechnung 
von 


Leonhard Euler 


Ueberſetzer. 


E n 
m d 


Anmerkungen und Zuſaͤtze 
z um 


erſten Theile. 


Vorerinnerung. 


Ce weiß es aus eigener und aus fremden Erfahrungen, 
daß man die Differenzial⸗ Rechnung am leichteſten und 
gruͤndlichſten erlernt, wenn man dabey ein Buch zum Grunde 
legt, welches dieſelbe fo vollſtaͤndig, fo ausfuhrlich, und in 
einer ſo ſchoͤnen Ordnung abhandelt, als dasjenige, deſſen 
zweyten Theil ich hier der erſten Hälfte nach uͤberſetzt habe. 
Dies iſt daher auch der vorzuͤglichſte Bewegungsgrund ge⸗ 
weſen, der mich angetrieben, das vortrefliche Euleriſche Werk 
durch eine Ueberſetzung gemeiner zu machen, und ſeinen Ge⸗ 
brauch zu befördern. Um noch mehr für diejenigen zu fors 
gen, welche daſſelbe zur Erlernung der Differenzial⸗Nech⸗ 
nung brauchen wollen, will ich hier den Anfang machen, ſolche 
Anmerkungen und Zufäge zu liefern, als mir bey einer zweys 
ten Durchleſung nuͤtzlich ſcheinen; denn zweymal muß man 
wohl ein ſolches Werk leſen, weil man das erſte Mal, we⸗ 
nigſtens die volle an leichte Ueberſicht des Ganzen ſelten bee 
T 5 kommt, 
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kommt, und kann es auch thun, weil die zweyte Durchle— 
ſung bey weitem nicht ſo viel Zeit und Muͤhe erfordert als 
die erſte. Ueverhaupt affe (inb die Anmerkungen und Zus 
fäge zu jedem Theile, die unmittelbar hinter der Ueberſetzung 

deſſelben folgen, füc die erſte, diejenigen aber, welche ich 

bey dem folgenden Sheile nachliefere, für bie zweyte Durch⸗ 
leſung beſtimmt. Denjenigen, für welche ich dieſe Arbeit 
hauptſächlich uͤbernomwen habe, ift, wie ich aus Erfaheun⸗ 
gen und Vercuchen weiß, eine ſolche Vertheilung vortheils 
haft, und dies wied mich bey denen entſchuldigen, die ſich 
durch das bereits erworbene größere Maß von Fertigkeit 
mehr auf einmal zu faſſen im Stande ſind. 


I. 
Von der allgemeinen Mathematik uͤberhaupt. 


Ich habe bereits in den der Uederſetzung des erſten 
Theils beygefuͤgten Anmerkungen und Zuſaͤtzen von der alls 
gemeinen Mathematik und ihren Theilen geredet; hier will 
ich es auf eine andere und leichtere Art thun. 


So vortreflich Hrn. Rants Definition der Mathema⸗ 
tik iſt, wenn man ſie an den Elementen des Euclides 
prüft, fo ift fie doch nicht von allen Unbequemlichkeiten frey, 
wenn man aus dem Gebiete der Elementar⸗Mathematik 
hinausgeht. Ich verweiſe dieſerwegen auf das dritte Stuͤck 
meiner 95: ptráge zur Beförderung des Studiums der Mas 
thematik, und insbeſondere auf die S. 2075211. ſtehende 
Anmerkung, desgleichen auf meine Abhandlung uͤber den 
Begriff der Mathematik und ihre Theile im zweyten und 
fünften Stucke. Bewogen durch die daſelbſt angeführten 
Gruͤnde, habe ich es gewagt, die Mathematik die Wiſſen⸗ 

; ſchaft 
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ſchaft zu nennen, in fo fern Anſchauungen den Gegenſtand 
derſelben ausmachen, oder ſie als die Wiſſenſchaft der ſinn⸗ 
Dë Formen zu beſchreiben. 


Legt man die letztere Beſchreibung zum Grunde, ſo laſ⸗ 
ſen ſich die darin gedachten Formen theils einzeln unterſu⸗ 
chen, theils uͤberhaupt und im Allgemeinen betrachten. Das 
erſte geſchieht in der Elementar: Mathematif, das andere 
aber in der allgemeinen, die deswegen nothwendig von 
einem deutlichen Begriffe der ihr unterworfenen Nauen 
ausgehen muß. a 


Soll ich daher Hrn. Kants Ausdrücke gebrauchen, 
ſo muß ich mir die Elementar⸗Mathematik als die Wiſſen⸗ 
ſchaft aus Conſtructionen vermittelſt der Begriffe, die allge⸗ 
meine hingegen als die Wiſſenſchaft aus Begriffen vermit⸗ 
telſt Conſtructionen gedenken. Angenommen ferner, daß die 
ſinnlichen Formen, allgemein betrachtet, den Begriff der 
Groͤße geben, und daß alſo die allgemeine Mathematik die 
Groͤße, unabhaͤngig von der Erfahrung und in deutlichen 
Begriffen gedacht, zum Gegenſtande habe: ſo wird es ſo 
viel Theile der allgemeinen Mathematik geben, als ſich ver⸗ 
ſchiedene Arten, die Groͤße in Begriffen zu unterſuchen, ans \ 
nehmen laſſen. 


Da alſo zu einem deutlichen Begriffe der Größe Vor⸗ 
ſtellung von den Beſtandtheilen derſelben und von der Menge 
dieſer Beſtandtheile in ihr gehoͤrt: fo find folgende Falle 
moͤglich. : 


Ginmal fónnen bie Beſtandtheile, aus welchen man die 
Groͤßen beſtehen laͤßt, entweder ebenfalls Groͤßen, oder 
Groͤßen⸗Einheiten, Elemente im ſtrengen Sinne ſeyn. 


D 


Fernen 
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Ferner koͤnnen dieſelben im erſten Falle entweder in je⸗ 
der aus ihnen beſtehenden Größe alle einander gleich ange⸗ 
nommen werden, oder es kann dieſe Bedingung wegfallen. 


Endlich kann, wenn die Beſtandtheile in jeder aus ih⸗ 
nen beſtehenden Groͤße lauter einander gleiche Groͤßen ſind, 
das Geſuchte, nach der Natur und Menge des Gegebenen, 
entweder beſtimmt, oder nur unbeſtimmt zu finden ſeyn. 


Hiernach begreift die allgemeine Mathematik 


1. die niedere allgemeine Mathematik, welche die Groͤßen 
aus einander gleichen Beſtandtheilen beſtehen (aft, 
und ſich 

a. in die beftimmte, und 
b. in die unbeſtimmte niedere allgemeine Mathematik 
theilet. 


2. die hoͤhere allgemeine Mathematik, worin die Groͤßen 
zum Theil als aus gleichen, zum Theil als aus unglei⸗ 
chen Beſtandtheilen zuſammengeſetzt gedacht werden. 
Sie theilet ſich in zwey Theile, : 

a. in die Lehre von den Differenzen, welche, wenn bie 
Groͤßen gegeben ſind, die Beſtandtheile derſelben, und 
b. in die Lehre von den Summen, welche aus gegebenen 

Differenzen die Groͤßen finden lehrt, wozu dieſe Diffe⸗ 
renzen gehoͤren. a. 

3. bie tranſtendente Mathematik, in welcher die Beſtand⸗ 
theile, woraus man die unterſuchten Groͤßen beſtehen 
laßt, Größen⸗Einheiten oder Elemente im ſtrengen Sinne 
ſind. Auch dieſe hat zwey Theile, 

a. die Differenzial⸗Rechnung, und 
b. die Integral⸗Rechnung. 
Weil 
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Weil aber die Soͤtze, welche man in der allgemeinen 
Mathematik findet, auf keine Weiſe bloß dazu dienen, die 
Säge der Elementar : Mathematif auf eine andere Art zu 
ordnen, und fie etwa einer leichten Ueberſicht näher zu brine 
gen; ſondern dadurch bie Kenntniß von den Elementar: Ges 
genſtaͤnden auf eine bewundernswuͤrdige Art erweitert, und 
die bekannten geößtentheils auf viel kuͤrzern und leichtern 
Wegen gefunden werden koͤnnen: fo ift es natürlich, die deh⸗ 
ren der allgemeinen Mathematik nach ihrer Erfindung, zu 
dieſen Vortheilen zu benutzen; und deswegen kann und muß 
jeder Haupttheil der allgemeinen Mathematik aus einem 
reinen und einem angewandten Theile beſtehen, ſo daß der 
letztere die in dem erſten enthaltenen Saͤtze theils auf die 
diſcreten, theils auf die continuirlichen Größen anwende. 
So viel hier nochmals uͤber die allgemeine Mathematik und 
ihren Theilen uͤberhaupt; ich wende mich zu einigen Anmer⸗ 
kungen über die Differenzial⸗ und Integral⸗ Rechnung ins⸗ 
beſondere. 5 


II. 


Von der Differenzial- und Integral-Rechnung 
insbeſondere. 


Man ruͤhmt die Differenzial- und Integral: Rechnung 
wegen ihrer Erhabenheit und Wichtigkeit; ſollte ihr Werth 
nicht noch erhoͤhet werden, wenn man dazu auch den Vorzug 
der Leichtigkeit ſetzen koͤnnte? Schon das macht dieſen Vor⸗ 
zug wahrſcheinlich, daß die Differenzial⸗ und Integral⸗Rech⸗ 
nung den Gegenſtand der Mathematik in der groͤßten Allge⸗ 
meinheit unterſuchen; ſo wie ſichs daher ebenfalls erklaͤren 
laͤßt, warum demungeachtet mehrere bey der Erlernung der⸗ 

ſelben 
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ſelben fo viele Schwierigkeiten finden. Hat man nemlich die 
noͤthigen Voruͤbungen gehabt, fo iſt die Beſchaͤftigung mit 
dem Allgemeinſten deswegen nothwendiger Weiſe leichter, als 
jede ſpeciellere Unterſuchung, weil das Allgemeinſte die we⸗ 
nigſten Merkmale enthält: allein hat es an den Voruͤbungen 
gefehlt, ſo erwirbt man ſich dadurch meiſtens nur leere Be⸗ 
griffe; und dieſe ſind allemal eine ergiebige Quelle von 
Schwierigkeiten, wenn ſie nicht bloß durch Worte oder an⸗ 
dere Zeichen ausgedruckt, ſondern auch wirklich gebraucht 
werden ſollen. Doch es wird der Muͤhe nicht unwerth ſeyn, 
hier zuvoͤrderſt die Differenzial- Rechnung, deren Syſtem vom 
Verfaſſer im erſten Theile vollſtaͤndig mitgetheilt ift, aus Dies 
fem Geſichtspunkte genau und ausführlich zu betrachten. 


Das Geſchäft der Differenzial⸗Rechnung beſteht, wie 
ich ſa ches aus dem erſten Theile vorausfegen kann, lediglich 
in der Erfindung der Differenzialien der Funktionen der ver⸗ 
aͤnderlichen Groͤßen, und es kann daher dieſelbe fuͤglich eben 
ſo viel Abtheilungen bekommen, als ſich Hruptarten von 
Funktionen denken laſſen. Nun ſind die Funktionen 
1. entweder gemeine oder höhere, d. h. entweder Funktio⸗ 
nen veränderlicher Größen im eingeſchraͤnkten Verſtan⸗ 
de (Anmerk. und Suf. zum ıften Th. S. 292.) oder 
Funktionen ſolcher veraͤnderlicher Größen, die wieder 
Funktionen von andern veraͤnderlichen Groͤßen find. 
2. entweder Funktionen Einer oder Funktionen mehrerer 
veraͤnderlicher Größen. 
3. entweder entwickelte oder verwickelte Funktionen. 


Hiernach ergeben ſich folgende Capitel. 

I. Von der Erfindung der Differenzialien der gemeinen 
und entwickelten Funktionen Einer veraͤnderlichen 
Groͤße. Dieſes Capitel theilet ſich aber, wegen ſei⸗ 

ner 
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ner Weitlaͤuftigkeit nach den beyden Hauptarten der 
ihm urterworken en Funktionen in zwey andere. 

a. Von der Erfindu. g der Differenzialien der gemeinen 
und entwi ckelten olgebralſchen Funktionen. 

b. Von der Erfindung der Differenzialien der gemeinen 
und entwickelten tranſcendenten Funktionen. 


2. Von der Erfindung der Differenzialien der gemeinen 
und entwickelten Funktionen zweyer und mehrerer 
veraͤnderlicher Groͤßen. 


3. Von der Erfindung der Differenzialien der höheren 
entwickelten Funktionen. 


4. Von der Erfindung der Differenzialien der verwickelten 
Funktionen. 


Vergleicht man dieſe Titel mit den Rubriquen des fuͤnften 
bis neunten Capitels des erſten Theils, ſo wird man die voll⸗ 
kommenſte ee wahrnehmen. 


Da aber die Differenzial⸗Nechnung ein Theil der all⸗ 
gemeinen Mathematik ift, und die allgemeine Mathematik 
die Größe in Begriffen vermittelſt Conſtructionen, (willkuͤhr⸗ 
licher nemlich) unterſucht: ſo darf man hierbey noch nicht 
ſtehen bleiben, ſondern muß die Zergliederung ſo weit fort⸗ 
ſetzen, bis man die Arten der Funktionen in einer natuͤrlichen 
Stufenfolge ſo ſpeciell gefunden hat, daß ſie Conſtructionen 
zulaſſen. Dieſes foll nun zuvoͤrderſt mit den gemeinen und 
entwickelten algebraiſchen Funktionen geſchehen. Es fep x 
die veraͤnderliche Größe, deren gemeine und entwickelte at: 
gebraiſche Funktionen geſucht werden ſollen: ſo ſind nach 
dem Begriffe der algebraifchen Funktion (Einleitung in die 
Analyſis des Unendlichen, Th. 1. Cap. 1. §. 7.) 


1 


1. die 
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1. die einfachen 
1) xn 
g) x-n 
e im oder allgemein x» 
n 
EX 
wenn n. jede Zahl bedeutet, 
a. die aus dieſen zuſammengeſetzten, 
1) auf dem Wege der Addition und Subtraction, 
2) auf dem Wege der Erhebung zu Dignitäten nach 
dem der Addition und Subtraction, 
3) auf dem Wege ber Multiplication und Diviſion. 
Bloß dieſes und die Methode der allgemeinen Mathema⸗ 
tif, überhaupt nemlich nur, vorausgeſetzt, fo läßt fich zum per 
aus beſtimmen, was man in einem Syfieme der Differenzial⸗ 
Rechnung in dem Capitel von der Erfindung der Differenzia⸗ 
lien der gemeinen und entwickelten algebraiſchen Funktionen 
antreffen werde. Nemlich, wenn die allgemeine aus der 
Definition der Differenzial: Rechnung ſelbſt hergeleitete Res 
gel zur Erfindung der Differenzialien jeder Funktion, wie es 
eigentlich ſeyn muß, in den Prolegomenen ſchon vorausge⸗ 
ſchiekt worden waͤre, | 
x. die Anwendung Dieter Regel ent die angeführten 
Fälle, 
2. eine Unterſuchung über die Natur der gefundenen Diffe⸗ 
renzialen. 
3. für die Fälle, wo es dergleichen giebt, bequemere Me⸗ 
thoden zur Erfindung der Differenzialien, als ſich nach 
der allgemeinen Regel ſogleich darbieten. g 
Nun fep es mir erlaubt, die gedachte allgemeine Regel 
als bekannt vorauszuſetzen, oder mich deswegen auf die Ent⸗ 
* 
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wickelung derſelben, welche ich in den Anmerkungen und Zu⸗ 
fägen bey der leberſetzung des erſten Theils S. 312 f. gegeben 
habe, zu berufen. Sobald man eine allgemeine Regel hat, 
und außerdem den Binomiſchen Lehrſatz brauchen kann, weil 
man feinen Beweis ohne Differenzial⸗Rechnung zu führen 
im Stande ift: fo kann man die angeführten einfachen Faͤlle 
auf einmal vornehmen, indem mann ín xn jede Zahl bedeuten 
läßt, und die angeführten zuſammengeſetzten Faͤlle, wenn man 
die einfachſten von der erſten und dritten Claſſe nach der allges 
meinen Regel behandelt hat, ohne Muͤhe auf das Dageweſene 
zuruͤckfuͤhren. Auf dieſe Art erhellet, wie mich duͤnkt, hinlaͤn⸗ 
lich, daß die Erfindung der Differenzialien bis hierher mit 
ganz und gat keinen Schwierigkeiten verbunden fep, da das, 
was zur Natur dieſer Differenzialien gehört, ebenfalls nur 
geringe Aufmerkſamkeit erfordert. 


Will man den Binomifchen Lehrſatz nicht vorausſetzen, fo 
kann man den Satz, daß für jeden Werth von n allemal 
d, xn = nxn-Idx 
ſey, durch ein Inductions⸗ maͤßiges Verfahren auf folgende 
Art finden. 


Nach der allgemeinen Regel findet man 
d. x2 S ax dx 
d. x3 = gxadx. 


Nun läßt ſich aber zeigen, daß wenn n eine ganze miti 
Zahl bedeutet, und das Differenzial 
dan e nx"-Idx iſt, allemal 
datt = (n ı)aadx 
ſey. Denn da 
x?" zz xn, x, und d. xu = nxn-1dx 
1 if, ſo wird N 
Eulers Diff. Rechn. 2. Th. 1. Abıh, u d.xatz 
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Aamir = (xn I R- Tdx) (X T dz) — xutr 
cz nxàdx T Ku d I nN Td x2 
= (hti)x5dx 
Nun iſt aber die Formel d. $2 = nan-1dx wahr fur n = 
und n & 3, alfo auch für 4, 5, 6, u. f. w. ohne Ende. 


Dies vorausgeſetzt bleibe hier, fo wie auch nachher, n 
eine ganze Zohl, und dabey fep 2 =* und d. 2 — d. 
zu finden. Da 2 u ſeyn foll, fo ift 2 x» = 1, und alfe 

(af dz) (n Fnx?"1idx) — zx? — o, d. i. 
xn dz T nzx"-1dx — o, oder 
Andz = — nzxn-zdx. Hieraus aber folgt 
nzxn- dx em immi dx 


Wr: —- 


De * nx-n-ids 
n 
Ferner ſey z — xm, fo ift zm = x" und 
mzm-Idz — nx?-Idx, alſo 
a nxn-Idx nxu-Idx 
dz m —— = ——— 
mzm-r xn 
m'* — 


xm 
n. 1 
& Rm dx, 
m 
= S 
Endlich fép ven , Ab 2 S en: fo if 

med — fre, folglich 
—nx^n-Idx. : nx-n-Idx 


dz ES -—————— t -— : 
'mazm-idx TN 
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Vergleicht man alſo die gefundenen Ausdruͤcke unter einan⸗ 
der, ſo faͤllt in die Augen, daß ſie unter die allgemeine Som 
d. xn = nxn^-Idx 
gehören, wenn man darin n als ein allgemeines Zeichen aller 
Zahlen betrachtet. Auf dieſe Art hat man das, was ich in 
den Anmerkungen und Zufägen beym erften Theile, S. 390, 
meiner damaligen Abſicht nach, nur kurz zu W brauch⸗ 

te, vollſtaͤndig. 


um Gelegenheit sut Vergleichung zu geben, und zugleich 
um mir den Weg zu verſchiedenen, bey der Erlernung der 
Differenzial Rechnung, nüslichen Anmerkungen zu bahnen, 
will ich, ehe ich weiter gehe, den erſten Abſchnitt aus des 
Marquis de l'Hopital Analyſe des infiniment petits nebſt 
den in der Edition vom la Caille dazu gefuͤgten Noten, uͤber⸗ 
ſetzt mitiheilen. Es enthält derſelbe die allgemeinen Regeln 
der Differenzials Wiere und iſt folgender: 


Erfte Erklärung. 


Veraͤnderliche Groͤßen ſind ſolche, die einer ſtetigen 
Vermehrung oder Verminderung faͤhig ſind, und beſtaͤndige 
dagegen diejenigen, die unveraͤndert dieſelben bleiben, waͤh⸗ 
rend andere mit ihnen verbundene ſich veraͤndern. So ſind 
z. B. bey der Parabel die Applicaten und Abſciſſen veräns 
bert ber Parameter aber eine deem ge 


Zweyte Erklarung. 


Der unendlich kleine Theil, um welchen die — 
lichen Größen bey ihrer ftetigen Veränderung vermehrt oder 
vermindert werden, heißt das Differenzial dieſer Größe, Es 
ſtelle z. B. die Linie AMB, Fig. 1, irgend eine Cure vor; 
ihre -" oder Durchmeſſer fep die gerade Linie AC; PM eine 

u 2 , ihrer 


I 
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ihrer Applicaten, und pm eine andere dieſer unendlich nahe 
Applicate. Zieht man nun MR der AC parallel, desgleichen 
die Sehnen Au, Am; und beſchreibt außerdem aus A mit 
AM den Kreisbogen MS: fo ift Pp das Differenzial von AP; 
Em das Differenzial von PM; sm das Differenzial von AM 
und Mm das Differenzial von dem Bogen AM. Eben fo ift 
das kleine Dreyeck Mam, welches den Bogen Mm zur Grund⸗ 
linie hat, das Differenzial des Abſchnitts AM, und der kleine 
Raum MPpm das Differenzial der zwiſchen den geraden Li⸗ 
nien AP, PM unb dem Bogen AM enthaltenen Flaͤche. 


| Zufag, | 

1. Es fällt in die Augen, daß das Differenzial einer 
beſtaͤndigen Größe — o ift, oder, denn dieſes fagt daſſelbe, 
daß die beftändigen Größen kein Differenzial haben. 


Willkuͤhrlicher Satz. 


Um das Differenzial einer veraͤnderlichen Größe, welche 
durch einen einzigen Buchſtaben ausgedruckt wird, auf eine 
bequeme Art andeuten zu koͤnnen, wollen wir dazu den Buch⸗ 

ſtaben d beſtimmen, und, die Verwirrung zu vermeiden, den⸗ 
ſelben in der Folge bloß zu dieſer Abſicht brauchen. Setzt 
man z. B. die veraͤnderlichen Größen AP — x; PM — y; 
AM Sz; den Bogen AM Su; die vermiſchtlinige Figur 
AMP — s; den Abſchnitt AM — t: fo foll dx den Werth 
von Pp; dy ben von Rm; dz ben von Sm; du den von dem 
Bogen Mm; ds den von dem kleinen Raume MPpm und de 
den von dem kleinen vermiſchtlinigen Dreyecke Mam an⸗ 
zeigen. TET, eo" 


Erſte 


Anmerkungen und Zuſaͤtze zum erfien Theile. 309 


Erfte Forderung oder Vorausſetzung. 


2. Es wird vorausgeſetzt, daß man zwey Größen, wel⸗ 
che bloß um einen unendlich kleinen Theil von einander ver⸗ 
ſchieden find, mit einander verwechſeln koͤnne, oder, welches 
eben darauf hinauslaͤuft, daß eine Groͤße durch Hinzuſetzung 
oder Wegnehmung eines unendlich kleinen Theils nicht ver⸗ 
aͤndert werde. So foll es z. B. gleich ſeyn, ob man Ap oder 
AP, pm oder PM, den kleinen Raum MPpm, oder das kleine 
Rechteck MPpR, den kleinen Abſchnitt AMm oder das kleine 
Dreyeck AMS, den Winkel pam oder PAM nimmt, u. f. Me 


Hiezu gehört folgende Anmerkung“ 


„Dieſe Forderung oder vielmehr Voraus ſetzung, welche 
„Anfaͤngern Schwierigkeit zu machen pflegt, enthalt nichts, 


„was gegruͤndete Einwendungen zuließe. Beſchuldigt man 


„doch die Geometer und Aſtronomen des Mangels an Ge⸗ 
„nauigkeit nicht, und wie viel beträchtlicher find ihre fo haͤu⸗ 
„igen Auslaſſungen als die des Algebraiſten! Nimmt z. B. der 

„Geometer, wenn er die Hoͤhe eines Berges meſſen will, auf 
„ein Sandforn Ruͤckſicht, welches der Wind vom Gipfel bet: 
„ſelben wegfuͤhrt? Setzen nicht die Aſtronomen, wenn fie 
„von den Fixſternen reden, den Durchmeſſer der Erde bey 

„Seite, deſſen Größe faſt 3000 (franzöſiſche) Meilen betroͤgt? 

„Betrachten ſie nicht bey der Berechnung der Mond fin ſter⸗ 

„niſſe die Erde als eine Kugel, und vergeffen alſo der Häufer, 
„der Thuͤrme, der Berge auf derſelben? Dergleichen darf 
„denn doch weit weniger aus der Acht gelaſſen werden als 
„dx, weil man eine unendliche Menge von dx braucht, um 
„Ein * zu bekommen. Es iſt daher die Differenzial⸗Rech⸗ 

„nung die ſicherſte und genauefte unter allen Rechnungen, 
„und man wuͤrde Unrecht thun, wenn man wider die ge⸗ 

U 3 „dachte 


ie 
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„dachte Boräusfegung Einwendungen machen wollte. Uebri⸗ 
„gens find alle jene Vergleichungen aus Wolfs Elementen 
„der Mathematik, B. 1. S. 418. genommen.“ 


Zweyte Forderung oder Voraus ſetzung. 


3. Ferner wird vorausgeſetzt, daß man eine krumme 
Linie als aus unendlich vielen, unendlich Fixinen geraden Li⸗ 
nien zuſammengeſetzt, oder als ein Polygon von unendlich 
vielen Seiten betrachten duͤrfe, davon jede unendlich klein 
ſey. und welche durch die eingeſchloſſenen Winkel die Kruͤm⸗ 
mung der Linie beſtimmen. So ſollen z. B. der Theil der 
Curve Mm unb der Kreisbogen M S wegen ihrer unendlichen 
Kleinheit als gerade Linien und alſo das kleine Dreyeck mSM 
als ein geradliniges Dreheck angeſehen werden konnen. 


Willkuͤhrlicher Satz. 


In der Folge werden die letzten Buchſtaben des Alpha⸗ 
bets 2, Y, X; X. zur Bezeichnung der veraͤnderlichen, die 
erſten a, b, e, 1c. aber zur Bezeichnung der beſtaͤndigen Groͤ⸗ 
ßen gebraucht werden, fo daß, indem x in x dx übergeht, 
yr 2, X. in ytdyiz T dz verwandelt werden, (nach 1) 
a, b, e aber unverändert bleiben. 


Erſter Satz. Aufgabe. 
E Das Differenzial eines Aggregats zu finden. 


^. G$ ftp das Differenzial von a t x Ty — z zu ſuchen. 
Nimmt man an, daß x um einen unendlich kleinen Theil 
vermehrt werde, d. h. daß x in x dx uͤbergehe, fo geht 
auch y in d x dy und z in 2 dz über; bie beftändige Größe 
8 aber bleibt dieſelbe. Man erhält alfo in dem gedachten 
Spr capt ſtatt a Tx Ty - 2, 

und 


Lg 
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und das Differenzial dieſes Aggregats, welches man durch 
die Subtraction deſſelben von jenem Ausdrucke findet, ( baa 
her: dx r dy — dz. Eben fo verhält es fid in den übrigen. 
Faͤllen, und ſo hat man die 


Erſte Regel, 
: für die durch Addition und Subtraction enfichenden 
Aggregate. 

Man nimmt das Differenzial eines jeden Gliedes der ge⸗ 
gebenen Groͤße, macht daraus mit Beybehaltung der Zei⸗ 
chen eine andere Groͤße. Auf dieſe Art bekommt man das 
geſuchte Differenzial. 


Zweyter Satz. Aufgabe. 
3. Das Differenzial eines Produkts zu finden. 

1) Das Differenzial von xy ift y dx T Ady. Denn y 
geht in yr dy über, wenn x in x dx verwandelt wird, 
und xy wird alſo alsdann xy Ty dx txdy t dxdy, weil 
dieſes das Produkt aus x dx in yr dy ift. Es (ft dem⸗ 
nach das Differenzial dieſes Produkts — ydx F xdy t dxdy 

oder ydx t xdy (nach 2) weil dx dy unendlich klein in 
Vergleichung mit ydx und xdy ift. Denn dividiret man 
y dx und dx dy durch dx, fo findet man y und dy; und da 
dy das Differenzial von y ift, fo ift es auch unendlichmal 
kleiner als y. Folglich iſt das Differenzial eines Produkts 
aus zwehyen Größen gleich dem Produkte aus dem Differens 
ziale der erſten Größe in die andere, nebft dem Produkte aus 
dem Differenziale der zweyten Größe in die erſte. 


2) Das Differenzial von xyz ift yzdx T xzdy T xydz 


Denn betrachtet man das Produkt xy als eine einfache 
HA Groͤße: 
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Groͤße: fo muß man nach bem fo eben Bewieſenen das Pros 
dukt aus feinem Differenziale y dx T xdy in die andere 
Größe 2 (welches yzdx t xzdy ift) zu dem Produkte des 
Differenzials dz der zweyten Groͤße z in die erſte xy (oder 
xy d z) ſetzen; und es ift folglich das Differenzial von xyz 
S yzdx TxZzdy Txydz. 


3) Das Differenzial von xy zu ift uy z dx F uxzdy 
Tuxydz T xyzdu. Dieſes beweiſet man auf ähnliche 
Art, indem man das Produkt xyz als eine einfache Groͤße 
beobachtet. Eben ſo verhaͤlt ſichs mit den folgenden Pro⸗ 
dukten ohne Ende, und daher ergiebt ſich die s 


Zweyte Regel 
für die in einander multiplicirten Größen, 

Das Differenzial eines Produkts iſt gleich der Summe 
der Produkte aus dem Differenziale einer jeden Groͤße in alle 
übrige. 
Alſo it das Differenzial von ax='xoFadx d. h. 
a dx; das Differenzial von (a Tx) k&(b—y) — bdx-ydx 

— ady — xdy. ' 1 


Hiezu gehört folgende Anmerkung. 


„Dieſer Artikel bedarf einer ausführlichen Erläuterung. 
Man giebt zu, daß das Differenzial von xy gleich ſey y dx 
+ xdy+dxdy; allein man behauptet dabey, daß die Weg⸗ 
laſſung von dxdy in der Praktik nicht ohne nachtheilige 
Folgen bleibe. Hier ift der Beweis des Gegentheils, in 

moͤglich groͤßter Strenge, allein der allgemeinen Verſtaͤnd⸗ 
lichkeit wegen auch etwas weit hergeholt. 


1) Jede 


Anmerkungen und Qufáfe zum erſten Theile. 313 


1) Jede unendliche Größe wird durch eines der folgenden 
Zeichen angedeutet, oo, co2, 3, xc, 


2) Das erſte dieſer Zeichen bezeichnet ein Unendliches vom 
erſten Grade, das andere ein Unendliches vom zweyten 
Grade, das dritte ein Unendliches vom dritten Grade, 
u. ſ. f. 


3) Ein Unendliches vom zweyten Grade iſt unendlichmal 
größer als ein Unendliches vom erſten Grade, und eben 
ſo das Unendliche vom dritten Grade in Vergleichung 
mit dem vom zweyten. 


4) Eine unendliche Größe kann durch Hinzuſetzung ‚einer 
endlichen keinen Zuwachs, und durch die Wegnehmung 
derſelben keine Verminderung leiden. Alſo ift o x 
= o; ſo wie auch oo — 1 — oo. Was man von dem 
Unendlichen im Vergleichung mit dem Endlichen behaup⸗ 
tet, das gilt auch von dem Unendlichen jedes hoͤheren 
Grades in Vergleichung mit dem von einem niedrigern 

Grade. So iſt z. B. 2 T oo — 02, und ei — 
2 c2 3. Der Beweis hiervon ift in der vorherge⸗ 
henden Anmerkung enthalten. 


5) Jede unendlich kleine Größe laßt ſich durch einen Bruch 
anzeigen, deſſen Zaͤhler ein is der Nenner aber 


ein Unendliches ift. So find — u a ríe on X. Aus⸗ 


2 
druͤcke des unendlich Kleinen vom erſten, oa drit⸗ 
ten Grade, u. f. f. Auch giebt ein Bruch, deſſen Zaͤhler 
ein Unendliches von einem niedern, der Renner aber ein 
Unendliches von einem hoͤhern Grade Ze ein unendlich 


| in 5 — D 4 — 
Us 6) Gin 


LI 
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6) Ein unendlich Kleines vom zweyten Grade iſt unendlich⸗ 
mal kleiner als ein unendlich Kleines vom erſten Grade, 
und eben ſo verhaͤlt es ſich mit den uͤbrigen ohne Ende. 


7) Eine unendlich kleine Groͤße iſt nichts gegen eine end⸗ 
: ; 1 i : 
liche. So iſt 1 zebi-osı Eben fo 


ift ein unendlich Kleines vom zweyten Grade nichts ge⸗ 
gen ein unendlich Kleines vom erſten Grade, und alſo 
r 

z. B. 5 T 3 Den Be⸗ 
weis findet man ebenfalls in der vorhergehenden An⸗ 
merkung. 


8) xy iſt das Produkt aus x in y. 


g) xy tydx txdy t dx dy ift das Produkt aus x A 
dx in y f dy, d. h. das Produkt aus x nachdem es 
durch unendliche kleine Groͤßen vermehrt worden iſt, in 
y, nachdem mit demſelben eben daſſelbe geſchehen. 
Daher iſt y àx t xdy f dx dy das Differenzial von xy. 


10) dx dy ift eine unendlich kleine Große vom zweyten 
Grade in Vergleichung mit ydx r xdy, welche man 
als unendlich kleine Groͤßen vom erſten Grade betrachten 
muß. Wir wollen zur Erläuterung das Rechteck ABCD 
oder xy, Fig. 2, betrachten. Vergrößern mir feine Grund⸗ 
linie CD oder y um die unendlich kleine Groͤße Dn oder 
dy und feine Höhe BD oder x um die ebenfalls unendlich 
kleine Größe Dp oder dx: fo ift klar, daß das unend⸗ 
lich kleine Rechteck Bm Dn oder xdy, und das unend⸗ 
lich kleine Rechteck ODop oder ydx, unendlichmal 
größere Rechtecke find, als das Rechteck Dn pr oder 
dx dy, weil jedes der erſten ein Produkt aus einer 

N end⸗ 


D 
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endlichen Größe in eine unendlich kleine, das letzte 
hingegen ein Produkt aus zwey unendlich kleinen 
Größen ift. Es ift demnach ax diy eine unendlichmal 
kleinere unendlich kleine Größe als y dx oder x dy, und 
man kann daſſelbe aus der Acht laſſen, ohne in der An⸗ 
wendung den geringſten Fehler befuͤrchten zu duͤrfen. 
Wenn alfo y dx t xdy T dxdy das Differenzial von 
xy ift, fo ift y dx t xdy ebenfalls das Differenzial 
davon. : 
11) Es iſt daher ausgemacht, daß das Differenzial eines 
Produkts zweyer Groͤßen das Differenzial der erſten 
mit der andern, und das Differenzial der andern mit 
der erſten Größe multiplicirt enthalte; und nicht weni⸗ 
ger, daß das Differenzial eines Produkts dreyer Groͤ⸗ 


1 


ßen gefunden werde, wenn man das Differenzial einer ` 


leden dieſer Größen mit dem Produkte der beyden ans 
dern multiplicirt. Das Differenzial von xyz}. B. 
it yz dx t xzdy fxydz Hier ift bet Beweis: 


Ich fepe xy u. Folglich ift das Differenzial von w 
mit dem Differenziale von xy einerley. Alſo ift ydx t xdy 
= du, 


Ferner iſt xyz = uz, wenn xy u iſt. Alſo ift das 
Differenzial von x yz mit dem Differenzial von uz einerley, 
und dieſes ift 2d u Tudz. Nun iſt aber 2 du zyzdx f 
x2 dy, weil d u zc ydx T xdy iſt, und u da — xydz weil 
xy = u iſt. Demnach iftzdu T udz — yzdx TR 2dy 
xy dz; und wenn daher zdu t od: das Differenzial von 
xyz iſt, fo iſt auch yz dx T 2 dy H xydz dieſes Differen⸗ 
zial. Man findet alſo das Differenzial eines Produkts dreyer 
Größen, wenn man das Produkt aus je zweyen mit bem Dif⸗ 
ferenziale der dritten multiplicitt. Auf Ähnliche Art erhalt 
x man 


- 
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man das Differenzial eines Produkts aus vier Groͤßen, in⸗ 
dem man nemlich das Produkt aus je dreyen von ihnen 
mit dem Differenziale der vierten multiplicirt. Das Diffes 
renzial des Produkts ux yz iſt daher xyzdu T uyzdx t 
uxz dy Tuxydz. Ueberhaupt iſt das Differenzial eines 
Produkts aus mehreren Faktoren gleich der Summe der 
Produkte aus der Differenz jedes derſelben in das Produkt 
aller übrigen. Der B. behauptet z. B. das Differenzial von 
(a T x) (b — y) fep bdx —ady — ydx — x dy, und mit 
Recht. Denn es ift (a T x)(b — y) — abibx-—ay— 
xy, Aber ab hat kein Differenzial; das Differenzial des 
übrigen aber ift offenbar bdx — ady — ydx — xdy.* 


Dritter Satz. Aufgabe.“ 
6. Das Differenz ial eines Bruchs zu finden. 


dx —xd 
LLL Denn 
yy 


Es if das Differenzial von — E 
ſetzt man = S = 2, fo ift x — yz; und da diefe beyde veräns 


derliche Groͤßen ſtets einander gleich bleiben muͤſſen, fie më: 

gen vergrößert oder vermindert werden; fo folgt, daß ihr 

Differenzial, das heißt, ihr Zuwachs oder ihre Verminde⸗ 

rung ebenfalls gleich ſey. Man hat demnach dx = ydz 
N dx — zdy ydx — xdy 


dy, und dz = ——— —^ = — , wenn 
Tzdyı y yy H 


man für z ben Son — fest. Hierdurch bekommt man die 


e Dritte Regel 
fuͤr die Quotienten oder Bruͤche. 
Das Differenzial eines Bruchs iſt gleich dem Produkte 


aus dem Differenziale des Zählers in den Nenner, weniger 
dem 
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dem Produkte aus dem Differenziale des Nenners in den 


Zähler, nachdem das Ganze durch das e Zem des Nen⸗ 


ners dividirt worden. 


So ift das Differenzial von = Se ims, das Dif⸗ 
| ad > 
ferenzial von e SEH 225 TIT (Die hierzu ge⸗ 


hoͤrige Anmerkung 18 von ganz unb gar keiner Bedeutung.) 


Vierter Satz. Aufgabe. 


7. Das Differenzial einer jeden Poteſtaͤt einer veraͤnder⸗ 
lichen Groͤße zu finden. 


Um eine allgemeine Regel fuͤr alle Poteſtaͤten, ſowohl 
fuͤr die mit ganzen als fuͤr die mit gebrochenen und mit negati⸗ 
ven Exponenten zu geben, muͤſſen wir zuvoͤrderſt die Aehn⸗ 


lichkeit zwiſchen dieſen verſchiedenen Arten von Exponenten 
darthun. 


Wenn man eine geometriſche Reihe nimmt, deren erſtes 
Glied 1, das zwepte aber irgend eine Größe x ift, und unter 
die Glieder ihre Exponenten ſchreibt: ſo bilden dieſe eine 
arithmetiſche Reihe. a 

Geometr. Progr. I, x, x2, x3, x4, xs, x6, x7, x. 
Arithmet. Progr. o, r, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ꝛc. 


Setzt man die geometriſche Reihe jenſeit 1, und die arithme⸗ 


tiſche jenſeit o fort: fo werden die Glieder der arithmetiſchen 
Reihe die Exponenten der Glieder der geometriſchen. Alſo 


; 
ift -- 1 der Exponent von he, der Exponent bon = Ba 
x 
CET EE SIM 
| a H xa 7 x 3 7 x^ 2. 
Arithmet. Progr. 1, o, — 1, — 2, — 3, — 4, x. 
| Fuͤhrt 


. Geomete, Progr. x, 1, 


318 Anmerkungen und Zuſaͤtze zum erften Theile. 


Führt man aber ein neues Glied in die geometriſche Pro⸗ 
greſſion ein, fo muß man, um feinen Exponenten zu haben, 
ein ähnliches in die arithmetiſche Reihe bringen. 


31 24 | 3 
Alſo hat ** zum € i; VX, 4; Va, 4 
` I 2 er uU». Ken 2 
ker TES 23 Ke x — 3. * Jg Ah i AC, dergeftalt, daß 
f £ * * 
Se Hoy E 
dieſe Ausdrüde v^x unb x^; Vx unb x3; x4 unb x*; 
E unb x E 2x. einander ganz gleichbedeutend find. 
Geometriſche Progreffionen, 
x De? xj Hi de Vs, x; I, Ys Y x5, Ws, Va. 
Arithmetiſche Progreſſionen. 
o & 15 O, ^ 3 1; o, t £ A. 7. 
Geometriſche Progreſſionen. 
S gis. tou E, Lick: 
var’ X Vx Fir: x2! xi! Y'x7 x4 
—1, — Z, 28; , — , — , 23;—$,-— 0 — 4 
Es erhellet hieraus, daß man eben fo, als Y’x das mitt 
lere geometriſche Proportional⸗ Glied zwiſchen 1 und x ift, 
auch in & das mittlere arithmetiſche Proportional⸗Glied zwi⸗ 
ſchen o und 1 hat; und auf Ähnliche Art find V und 1 mitt 
lere Proportional⸗Glieder, jenes ein geometriſches, dieſes 
ein arithmetiſches, und die erſten von den beyden, die zwi⸗ 
ſchen 1 und x und o und 1 liegen; u. ſ. w. Es folgt demnach 
aus der Natur dieſer beyden Progreſſionen: 


1. Daß 
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1. Daß die Summe der Exponenten jeder zweyer Glie⸗ 
der der geometriſchen Progreſſ on der Exponent des Produkts 
aus dieſen beyden Gliedern iſt. Alſo ift x4 + oder x7 das 
Produkt aus x3 ín x4, und 22 T3 oder u das Produkt 
aus xi in Ai, und x 37% oder x” Y* das Produkt aus 
xͤ I in x ꝛc. Eben ſo iſt xti ober N das Produkt 
aus x3 im ſich ſelbſt, oder das Quadrat von x3; x2t2tz 
oder x5 das Produkt aus x2 in x2 in x2, oder der Cubus 
von x2, und x——$—3$—$— oder x— $ die vierte Po⸗ 
teſͤt von 3 u. ff. Auf dieſe Art erhellet, daß das 
Doppelte, das Dreyfache, das Vierfache u. f. f. eines Glie⸗ 
des der geometriſchen Reihe der Exponent des Quadrats, 
der Cubus u. f. tv. dieſes Gliedes ift; und es ift folglich auch 
die Hälfte, das Drittel u. f. f. eines jeden Gliedes der geo⸗ 
metriſchen Reihe der Exponent der Quadrat: der Cubikwur⸗ 
zel u. f. f. von dieſem Gliede. 


2. Daß die Differenz der Exponenten jeder zweher Glie⸗ 
der der geomettiſchen Progreſſionen der Exponent des Quo⸗ 


tienten biefer Glieder ift. Alſo iſt x3— 5 — x? ber Gre 
ponefit des Quotienten x* durch x5, unbx 4 = 1. 
der Exponent des Quotienten x — 3 durch x*. Man ſieht 


daraus, daß es gleichniel ift, ob man x — $ durch x — 3 mut 
tiplikirt, oder durch x* dividirt. Eben fo verhält es ſich in 
den übrigen Fällen. Dies vorausgeſetzt kann der Exponent 
entweder eine ganze Zahl oder ein Bruch ſeyn. Iſt das erſte 
und der Exponent außerdem poſitiv, ſo iſt das Differenzial 
von xa = axdx, das von x3 — 3x2dx, das von $4 a 
41 dx, x. Denn da das Quadrat von x nicht anders als 
! e f das 
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das Produkt von x in x ijt: fo ift fein Differenzial x dx + 
X dx S 2x dx. Eben fo iſt der Cubus von x ein Produkt 
X in X in x, und alfo fein Differenzial xx dx T xxdx x 
xx dx. Da es ſich auf eben die Art mit allen übrigen Pote⸗ 
ftàten verhält, fo folgt, daß für den Fall, wenn m eine 
ganze Zahl bedeutet, das Differenzial von am = m xm-xdx 
fe. 

V Wenn der Erponent eine negative Zahl iſt: fo findet 

GE : se even * KK mxm- A dx 
man das Differenzial von m oder * EU. 
— mx-m-Idx, : 

Iſt hingegen der Exponent ein Bruch, oder die Pote⸗ 

à , it n m 
ſtät von der Form v sm, oder x^, wo = jeden Bruch bes 


m 
deutet: fo fege man xn — 2, wodurch man xm — zu erhält. 
Nach der Regel des wie Falls ift hier mxm-1xdx = 


m 
mxm-Idx m -—-I 
ps. unb alfo dz = uar uw * dsx oder 


f > mi 
n ; ` D 
Pas Vxm-n, indem man (üt nau feinen Werth nx — » 
n 


fest. Wenn der Exponent negativ ift: fo findet man das 


IR m 

iif 

m — Xn dx. 

Di í gor b = za dit Se Chara 
ifferenzial von x . ^» oder m Ka = 


xA xn 


m 
— Tx n 4. Hieraus fließt 
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Die vierte Regel 
fuͤr alle Arten der Poteſtaͤten. 


Das Differenzial einer jeden Poteſtaͤt einer verändert 
chen Groͤße wird gefunden, wenn man den Exponenten der 
Poteſtaͤt um 1 vermindert, und dieſelbe darauf durch den 
undetminderten Exponenten und das GES? der Wur⸗ 
vd multipliciet. 


Läßt man daher m jede Zahl, fie mag ganz oder gebro⸗ 
chen, poſitiv oder negativ ſeyn, und x jede veraͤnderliche 
Größe. bedeuten: fo ift das pm von x" allemal = 
mam xd X 


Exempel. 

Das Differenzial des Cubus von ay — xx oder von 
(ay — xx)? ijt 3 (ay Xx) (ady — 2xdx) — 3a3y?dy 
nz - 6a2x2ydy + 3ax4dy — Ga2y3xdx T 12ayx3dx 
SE 6x* dx. | 


Das Differenzial von VT yy) oder von (xy + Di 


KS "ET ydx t xdy T ydy 
ift xy t yy) 77 N (ydxtxdy t 2ydy) OTT $^ 
Dias Differenzial von v'(a4 T axyy) oder bod 
(ut axyyy* ift a4 K 9 * ec 
ayydx + zaxydy a 

oder ropes ad Saar 
Das. irren bon Pax Tix) oder von (ax 4 x9 


ift Nax + sai" (ad T 2xdx) oder ee 


da, "E Cali Ta 
. Xen. 2. Th. 1. Abth. & Das 
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Das Differenzial von V (ax T H Y (a4  axyy)) oder 
von (ax xx £V (a4 Tax), iftá(axtxxtv (adaxyy))- 9 
8 ES adx Roxdx 
2v (a^f axyy) 2y (axtxxt v (a4taxy y2) 
ayydx + 2axydy 
aV (as t axyy)av (Y ax tx xx t Y (a4 t axyy) 


(adxt axdx + 
* 


Dis Diesen von Husten ift nach dieſer Re⸗ 
adx t 2xdx 

=——% 

-3Y (ax^F xx)2 


x gt taz). 


s unb nach der Ran von ben Bruͤchen = 


RESET 
Ver 33 


Die hierzu gehörige Anmerkung iſt folgende: 
Dieſer Artikel hat eine Menge von Erläuterungen nds 
thig, welche ſich auf nachſtehende Fragen zuruͤckfuͤhren laſſen. 
Erſte Ge Wie kann man fagen, daß — 1 der ër 
qut von = — "ALLE 
Antwort. E I Denn es iſt x-i.x2 n Rx; 
folglich x das Produkt aus x2 in x-1; folglich SE x-t, 


weil die Divifion des Produkts durch den Multiplicandus 
zum puits ben oce gicbt, Nun ift aber 


— Es Ii folglich * 1 I unb überhaupt jede Poteſtät 


mit einem ganzen negativen Exponenten nichts anders als 
die Einheit durch dieſelbe Dignität mit einem poſitiven Ex⸗ 


1 8 Ee 
ponenten dividirt. demos iſ x mx md 
"Bweyte ` 
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Sweyte Sod Dat man Gg zu behaupten, daß der 
EE von V. x, 2 fep? 

Antwort, Ja; hier ift der Beweis davon. Se * N. 
aber xf hat zum Exponenten 2, alſo ift auch der Ze 
von 15 x, 3. Es kommt demnach darauf an, daß gezeigt 
werde, y x ſey = x*, welches aber nicht ſchwer iſt. Man 
kann es auf folgende Art thun. 

; * zz „FA = x Si folglich ift A bie Suas 
dratwurzel aus x. Aber Y. x ift auch die Quadratwurzel 


aus x, folglich Va = x5, und überhaupt jede Poteſtaͤt mit 
einem gebrochenen Exponenten nichts anders als die Wurzel 
einer Poteſtaͤt, deren Exponent der Zähler des Beuchs, 
der Renner aber der Exponent der Wurzel iſt. Es iſt daher 


4 = 
1 x5; Y x4 ez xt. s 


Dritte Frage. Wie kann man — ausdrucken? 


vYx3 
Ts Antwort. I 2 * 2. Hier iſt der Beweis. 
Y x3 " „X 
Kä = x: (ate Fr.) alſo ut L Aber — 3 
Y x5 x? xi 


(nach der erſten Frage). Folglich ift X uy- 2. unb 
PHATNARA 9 ` dé Ad 


X 2 vierte 


D 
7 
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Vierte Frage. Iſt es wahr, daß 1, Vx, x in einer 
geometeiſchen Reihe ſtehen? 


Anwort. Es 1 offenbar 1: v x d :x. Denn 


ixxcs und Vr. Va mx Alo find 1, N, x in einer 
geometriſchen Progreſſion. 


X. : d 
Sufep.tr. I, Vx, v xx, x find in einer geometriſchen 
Progreſſion. Denn es ift 1 * x3: vir weil 1 * oxi 
2 ST zx 2 r o * 2 2 E 
— x3, und x3.x? — x3. Ferner iſt auch x*:x3— x3:x'; 
21 1 H E 4 
denn es (ft x5.x — xL T xs, und xs. x5 N: folglich 
155 Ba ei: 
ſtehen 1, x5, x?, x, oder 1, Vx, v xx, x in einer geome⸗ 
triſchen Peogreſſion. 


Was ihre Exponenten betrifft, SH o, J, 5 1: ſo 
ſtehen dieſelben in einer arithmetiſchen Progreſſion; weil die 
Summe der beyden aͤußern der Summe der beyden mittlern 
gleich iſt. Aus eben dem Grunde machen auch 2, 7, $, x 
eine arithmetiſche Progreſſion. 


e x * 5 s s 

Juſatz. 2. Eben das gilt von 1, Vx, v x2, v x5, Y x4, 
x, oder 1, xi, x5, xi, x*, x, und den Exponenten o, J, 3. 
$,$, 1. 

Fuͤnfte Frage. Sind - =, — — in einer geome⸗ 

x2 
Y: x3 

triſchen Progreſſion? 

Antwort. x E, x wi 2 find in einer geometri⸗ 
ſchen 1 Denn es iſt *r. 2 —x-3; und 

ag eg ng EEN 


Daß 
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Daß — 1, — 3 — 2 in einer arithmetiſchen Progreſ⸗ 
ſion ſtehen, faͤllt in die Augen. Eben ſo verhaͤlt es ſich nun 
aber auch mit den übrigen vom V. angeführten Veyſpielen. 


Sechste Frage. Wie laͤßt ſichs bewelſen, daß 2xdx 
das Differenzial von x2 (cp? 


Antwort. xx iſt das Produkt von x in x. Das Dif⸗ 
ferenzial eines Produkts zweyer Größen ift aber das Diffe⸗ 
renzial der erſten Groͤße mit der andern, nebſt dem Diffe⸗ 
renziale der andern Größe mit der erſten Größe multi plicirt. 
Alſo ift das Differenzial von x2 = xdx T xdx —2xdx. 
(ate Anmerk.) 


/ 

Durch eben dieſe Anmerkung bemeifet man, daß das 
Diff renzial von x3 = 3x2dx, das von x4 — 4x3d x, unb 
uͤberhaupt das Differenzial von x", m mag eine Zahl be 
deuten, was für eine es will, m xm Ad x fep. 


Siebente Frage. Wie beweiſet man, daß — mx-m- xdx 
n 


ſey. 


x2m 


Autwort. Man multiplicire Zähler und Nenner des 
letzten Bruchs durch x27. Auf ähnliche Art laßt ſich aei 
gen, daß 1 


ME EL DN dz 28 
D , te 
mm & dx ift. 
am n 
x n 


Achte Frage. Welches iſt das Differenzial des Cubus 

von ay — Xx? 
Antwort. Das verlangte Differenzial ift 3a3y2dy — 
6a?x?ydy 4 3ax4dy — Gazyzxdx T laayxadx — 
* 3 6x5 dx, 
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6x5 dx, weil der Cubus von ay — xx = a3y3 — 3azy2x2 
T 3ayx4 — x6 iſt. Denn das Differenzial von a3 iſt 
3a3yydy, das von — 3a2y2x2 aber — GazzZydy 
Gazyzx dx, das von 3ayx^ iſt 3ax4dy T 12ayx3dx, 
und das von — xs endlich — 6x5dx. Folglich iſt das an⸗ 
geführte Differenzial auch das wahre Differenzial von dem 
Cubus von ay — xx. (Auf ähnliche Art werden in dem 
Meſte der Anmerkung die übrigen vom M. de et er⸗ 
Wem Veyſpiele erläutert.) 


Anmerkung. 


8. Es iſt herben zu bemerken, daß bey der Auffucung 
der Differenziallen, fobald eine Größe x wachſend ? angenom⸗ 
men wurde, eben das mit den übrigen y, 2, ic. geſcdah, d. h. 
daß wenn x in x dx verwandelt wurde, auch y und 2, jenes 
in y t dj, dieſes in 2 f dz übergieng. Wenn daher von den da⸗ 
ſeyenden veraͤnderlichen Größen einige abnehmen, indem die 
andern zunehmen; ſo muß man ihre Differenzialien in Verglei⸗ 
chung mit denen der wachſenden Groͤßen als negativ betrach⸗ 
ten, und folglich die Zeichen derſelben verändern, Laßt man 
daher y und z abnehmen, wenn x waͤchſt, d. h. laͤßt man y in 
y — dy, und z in z — dz übergehen, wenn man x t dx für x 
ſetzt; unb will man dabey das Differenzial des Produkts xyz 
haben: fo muß man in dem Differenzial⸗Ausdrucke x y dz + 

xz dy t yzdx (5) die Zeichen der Glieder Verändern, wo⸗ 
rinn ſich dr und dz befinden. Dies giebt für das gefuchte 
Differe zial yz dx — xydz — xzdy. 


Zergliedert man nun zum andern (S. 303. 3. 6. von un⸗ 
ten) die tranſcendenten Funktionen, fo hat man an bem gez 
genwaͤrtigen Orte, wo noch nichts weiter als die beyden 


erſten Theile der allgemeinen Mathematik und die Einleitung 
in 


D , * ^ : : 
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in die Analyſis des Unendlichen vorausgeſetzt werden kann, 
keine tranſcendenten Groͤßen als 
1. die logarithmiſchen Groͤßen, 
2. die Exponential⸗Groͤßen, ` 
3. die tranſcendenten guine die aus dem refe ente 
ſpringen, und 
4. diejenigen, welche fich aus diefen durch die Umkehrung 
ergeben. 
Was beſonders 
1, die logarithmiſchen Größen betrifft, fo find dieselben 
entweder 
a, einfache logarithmiſche Groͤßen, nemlich 
e, Logarithmen veraͤnderlicher Groͤßen im einge⸗ 
ſchraͤnkten Sinne, 
8. Logarithmen von eg sechnderiger Groͤ⸗ 
ßen: oder y 
755 qufammengefegte, b. h. 
..& Logarithmen von Produkten und Duotinten ver 
aͤnderlicher Größen 
„ o Funktionen, welche aus algebraiſchen und logis 
F rithmiſchen Groͤßen beſtehen. 
2. Die, Erponential: Größen find entweder, 
4, ſolche, bey denen bloß der Exponent, oder 
b. ſolche, bey denen eub die Große Wiele, obet 
endlich 
«, folie, bey denen Ae Droe eine Ecponential⸗ 
Große iſt. 
* tm SCH Formen der N Gröben, welche aus dem 
Kkreiſe N ee ſind dër 
2: A, in. x 9 Jj j $ 
15d b. A. coſ. x (DA 54 6! 
€. A tang. x ? 


£g 


* 
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Tee 

e. A. fec. x 

f. A. coſec. x e 

g A.fin. verf x 

4. Die tranſcendenten Größen endlich, welche ſich aus Dies 
ſem durch die Umfehrung gegeben, d 
2 ſm x 

b cofx 

c. T * | 

d bot. x 

e. fec.x 

E coſec ern ER 
8. fin. vex C E 
Man vergleiche hiermit den sid des Tom Kies im 
erſten Theile, S. 393 — 395. ^7 & 

Auch bis hierher ift alfo die Ordnung, in welcher die 
Elemente der Differenzial- Rechnung gefunden und geſtellt 
werden muͤſſen, fo leicht und natuͤrlich, daß fie ganz und gar 
nicht verfehlt werden kann. Gleichwohl iſt dieſe Ordnung 
in den uͤbeigen Theilen der Mathematik oft dasjenige, was 
die meiſte Mühe verurſacht, wie unter andern Hr. Schultz in 
feinen Anfangsgruͤnden der reinen Matheſis, Koͤnigsberg, 1790 
in der Vorrede, S. 3, bezeugek. Aber vieleicht (ft die Gre 
findung der Diffevenziallen dafur mit deſto größeren Schwie⸗ 
rigkeiten verbunden? Wir wollen ſehen. i» 

um von den algebralſchen Funktionen anzufangen, fo 
ed die Erfindung der Differenzialien der einfachen algebrai⸗ 
ſchen Funktionen für denjenigen ſicher keine Schwierigkeit, 
der in der Verwandlung der Ausdruͤcke dieſer Funktionen 
die erforderliche Fertigkeit beſitzt. Was die zufammenge⸗ 
ſetzten betrifft, ſo darf man nur, wenn man die einfachen 
eet welche die Funktion — die Theile der 
Funk⸗ 
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Funktionen nennt, jedesmal das Differenzial eines jeden 
Theils der gegebenen Funktion auf die Art ſuchen, als wenn 
nur die ſer Theil veränderlich und die uͤbrigen alle beſtaͤndige 
Größen wären, und darauf alle gefundenen Differenzialien 
zu einer Summe vereinigen. Da ferner dieſe Regel auch 
bey den tranſcendenten Funktionen anwendbar iſt, ſo kommt 
es bey den tranfcenbenten Funktionen ebenfals vor zuͤglich auf 
die einfachen Faͤlle an. Wer ſich aber in Anſehung der Art 
wie die Differenzialien davon gefunden werden, an dasjeni⸗ 
ge erinnert, was im erſten Theile im ſechsten Capitel ſteht, 
wird dadurch uͤberzeugt werden, daß das Wichtigſte in einem 
geſchickten Gebrauche der Elementar⸗ oder der niedern allge⸗ 
meinen Mathematik beſtehe. 


Hieraus erhellen einige Mittel, ſich die Erlernung der 
Differenzial Rechnung zu erleichtern. Das erſte beſteht darin, 
daß man fich fo früh als möglich, und gleich nach der S. 304. 
gedachten allgemeinen Regel, von der Richtigkeit der vorhin 
angefuͤhrten, nicht durch Abſtraction, ſondern aus der Natar 
der Differenzial⸗ Rechnung ſelbſt uͤberzeuge. Dies Mittel 
(teft in eines jeden Gewalt, zu dem folgenden wäre Ueber⸗ 
einſtimmung unter den Mathematikern erforderlich. Es 
wuͤrde nemlich die Erlernung und der Gebrauch der Diffe⸗ 

renzial⸗Rechnung dadurch viel bequemer werden, wenn man 
durchaus ſtatt der Wurzelzeichen die gebrochenen Exponenten, 
und Gott der Dioiſor⸗Dignitäͤten bie Poteſtaͤten mit nega⸗ 
tiven Exponenten brauchen wollte. Außerdem läßt fi auch 
manche von den gewohnlichen Aufloͤſungen ſehr abkuͤrzen. 
Soll z. B. das Differenzial des Logarithmen von x gefunden 
werden „fe iſt die ganze. Auflösung dieſer ida folgende. 


E 
4. 16 f 40 — keit T) ER. 


€5 denn 
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denn es fließt ja aus der Definition des Logarithmen, daß 
(et 3b ES eg fe. Um ferner das Differenzlal des finus 
2 4 4 
von x zu ſinden, darf man nur $ 
d. fin. x zz fin. renge x=fin.x. coſ. dx coſ. x. fin dx 
2 ſin. x 
fet und ſich daran erinnern, daß cof dx D 1, unb fin. dx 
= dx ſey, um hieraus ſogleich d. ſin. x = cof. x. dx zu 
finden. Den Umſtand, daß man hier col. dx — ı, aber 
Dn. dese dx, und nicht = o, fett, wee ich nachher bez 
nutzen. 


Bey Aufgaben von ſolcher Wichtigkeit Bir iri 
keit, als den Aufgaben von der Erfindung ber Differenzialien 
zukommt, ißt ſehr viel daran gelegen, daß man ſich die Reſultate 
derſe ben leicht und gelaͤuſig einpraͤge. Bleibt man bey den 
einfachen Funktionen ſtehen, ſo ſind die Reſultate der Auf⸗ 
gaben des erſten Hauptabſchnitts der Diffkremiele Rechnung 
Ve 


T 
1. von den algebraiſchen Funktionen. 
dap S nxn-Idx za :nx"-Idx 


— ndx 


d. * zz—nx-n-1idx — 
M ` ER = xnfx = 
n n—iumn 


dan nin Ads dam om zx m ien. B an-más 
n Wegen t 

Ms mech m d 
.m » m 

Comxy xa 
: «risiede caa 

d.yz = zayt ri A L — 


Eat wig 


2. Von 


- 
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2. Yon den tranſcendenten SunErionen, .- 
1) ben logarithmischen Großen: £n (EN sit. 5 
N den Grponentíal Groͤßen, ) 
4. 4 raxdxla;! CR: ert xyxtáy; 


de emet eis. djs 
EI Vir teanfcendenten Größen, die aus den fuii ent⸗ 
! rnehr | DIR n * 12 
a Ee EE EE 
d. D f z————i Si A , 
in x Ya = 555 cofx Vas) 
i i d dx — dx A" 
d. H. ang * IIT 3 Fe $ cot. pee 
d.A.fi z d. A. Cote 5 dia 
D X 
e Ade e can) 
= A. ſin. verſ. x = TuS 


4) den tranſcendenten ‚Größen, die ſich aus der tint 
rung der vorhergehenden ergeben, e 


d.fin.x = dx. coſ. x; dente = de fin. & 


d.t x ERU. ART oe hes 
re» IBI Se ET nef x 
A- in. x d d 
d. ſec. — c dxtang.x fec, 
Se cof. x? grund s does 
dx.cof.x 
d. coſec. x = Eee n = dx cot. x x coſetc. x 
fin. xa 


a. fu. = dxfin.x 


Will man ſich die Differenzialien, die unter die Form 
nx"7Idx gehören, durch Wurzelzeichen ausgedruckt, gelaͤu⸗ 
fig machen, fo fege man zu den obigen noch 


^ 
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JE MAD ss 4 
ei x 
d. xn dN X= x D. de oo — 
2 n n 
ny xn-I ny xu-ı 
Y fecht 586019 n: 
-— T — dx — dx 
* n — 
d X nd ber. NR | dx zz - LI — . 


VX SE T ny xniX nxV x 
Dann unterſcheide man Poteſtaͤten⸗Exponenten unb Wur⸗ 
zel⸗Exponenten; desgleichen Multiplicator⸗ und Diviſor⸗ 
Dignitäten, wovon jene einen pofitiven, dieſe einen negativen 
Exponenten haben, und ſetze den Wurzel⸗ Exponenten der Dig⸗ 
nitäten, woraus keine Wurzel gezogen, ſondern die ſelbſt 
genommen werden ſollen, fo wie er es in der That ift, = r. 
Dieſes vorausgeſetzt, beſteht das Differenzial einer jeden 
Poteſtat; aus drey Faktoren l 

. aus dem Differenziale der Wurzel, 
aus einer veraͤnderlichen Groͤße, und 
3. fos einer beſtaͤndigen Groͤße. 


Sv. I. bietet ſich in jedem Falle von ſelbſt dar; Nr. 3. (ft ein 
Bruch, deſſen Zaͤhler der Poteſtaͤten⸗Exponent, der Nenner 
aber der Wurzel⸗Exponent iff; außerdem aber ijt dieſer 
Bruch poſitio bey den Multiplicator- und negativ bey den 
Diviſor Dignitäten. Da dieſes ſehr leicht gemerkt werden 
kann, ſo kommt es vorzuͤglich auf die in dem Differenziale 
enthaltene veränderlihe Groͤße an. Den Fall, wenn die gez 
I 
gebene Poteftät die Form * hat, ausgenommen, ſo gehoͤrt 
die veraͤnderliche Größe in dem Differenziale zu eben der 
Art, zu welcher die gegebene Poteftät gehoͤrt, d. h. fie iſt mit 
dieſer entweder eine Multſplicator⸗ oder eine Diviſor⸗Po⸗ 
teſtat. Außerdem darf man. nur bemerken, daß das Wurzel⸗ 
zeichen beybehalten, und der Exponent der gegebenen Digni⸗ 
tat im erſten Falle um den Wurzel: Erponenten vermindert, 
im 
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im andern um denſelben vermehrt werde. Die Veraͤnderung, 
1 ` 
Zeg 1 4 wos 
welche der Fall a. "ed, ze a E 
: Yx ny xni nxy x 
Hält, bietet fi) dabey von ſelbſt Wie und eben fo füllt. der 


Grund in die Augen, warum man — 
ny xu-X 


ſtatt année 
ſchreibt. 


Vorausgeſetzt alfo, daß nicht etwa der Beweis bet alle 
gemeinen Regein, nach welchen man bey der Erſindung der 
Differenzialien zu verfahren angewieſen wird, Anſtoß verur⸗ 
ſache; in welchem Falle ich auf dasjenige verweiſe, was ich 
beym erſten Theile in den Anmerkungen und Zuſaͤtzen und 
in der Vorrede geſagt habe: ſo iſt bisher noch alles ſo leicht, 
daß man ſehr unrecht thut, wenn man die Differenzial⸗ 
Rechnung als ſchwer betrachtet. Selbſt wenn man die zwey⸗ 
ten und folgenden Differenzialien aufſuchen will, hat man 
außer dem Bis herigen nichts weiter nöthig, indem bey den 
gemeinen Funktionen die Differenzialien der Grundgroͤße als 
beftändige Groͤßen betrachtet werden müffen: 


Ich laſſe es hierbey bewenden, weil derjenige, der die 
Erfindung der Differenzialien der gemeinen entwickelten, Als 
gebraiſchen ſowohl als tranſcendenten, Funktionen nicht mehr 
ſchwer findet, bey den übrigen Capiteln der Differenzial⸗ 
Rechnung, wenn er fie nach einer Euleriſchen Anleitung ftus 
dirt, gewiß eben ſo wenig Schwierigkeit antreffen wird. 
Gern entwickelte ich freylich die Regeln zur Erfindung der 
Differenzialien aus dem S. 300, mitgetheilten Begriffe der 
tranſcendenten Mathematik und, der daraus fließenden Erklaͤ⸗ 
rung der Differenzials Rechnung; allein da über biet: Re⸗ 
Eulers Diff. Rechn. 2. S 1. Abth. 9 geln 
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geln beym erſten Theile ſchon fo viel geſagt worden iſt, daß 
eine ſtrengere Entwickelung nicht ſchlechthin nothwendig ijt: 
ſo wende ich mich zu dem gegenwaͤrtigen zweyten Theile 
der Euleriſchen Anleitung zur Differenzial ⸗ Rechnung. 
Ich will zuvörderſt den Inhalt tabellariſch herſetzen, fo 
wie ich ſolches auch bey dem erſten Theile gethan habe, 
und darauf, wo es noͤthig iſt Erläuterungen, und zuletzt die 
vornehmſten Anwendungen der Differenzial⸗ Rechnung auf 
die Geometrie hinzufuͤgen. 


en ee iod. Ed 
E 3 w e hy ten Theil s. 
A Snhalt des erſten Capitels. 
Won der umformung der e 
nis s $. 1. 
. Verwandlung ber Reiben: ER 


ax E bus ＋ c t apa exs 7 xs tiis 
dx s bas f cx — dx4 ern F. 25 16. 


a) durch die Subſtitution * , $. 2711. 


AT 
e, Verwandlung der Reihen: ax T bes A — t dx4 
Fe, TA apte 
a. Verwandlung ſelbſt, F. 2. 83. 


bb. Gebrauch des Gefundenen zur "Erfindung der 
ö Summen gegebenct Reihen, $ 4:6. 5 
4. ohne 
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a, ohne Ende fortlaufender, F. 4. 9 


. begrenzter, A 8%. mung 
D onen der Reihe: ax bes Tex3 — di4 
., $ lr. zn e. 
aa. Verwandlung Tw Ga Ziani: 


51190 bb. Gebrauch des br indies wenn 
x I iſh d. 8 mn e , 
a, zur Erfindung der Summen, 15 "m 10. 
. && zur Erfindung ſtaͤrker bannt Reihen, 
m. 2 
b) durch die Subſtitution x = ya — y), 9 13013. 
- €) durch die Subſtitution x = y(1 T ny, të 
qq durch ſolche Subſtitutionen, daß die Waun der ge⸗ 
fundenen Reihe irrational wird, $ 15. 


, allgemein, §. 15. aha N 
. beſondere Fälle, §. 16. 17. 
e wenn für x tranſcendente Funktionen von y geſetzt wer: 
den, $. 18. : : "" 2 


Oe "mina EG dft 


: : A ` 1 E^ E de 

Inhalt des zweyten Capitels. 

Bon de der Erfindung Dain g eier, 
m Von der Erfindung. Manner Reihen‘ aus Reihen, 
deren Summe bekannt ii vermittelſt 2 Differenziation, 

uͤberhaupt, E — — n T — 

. Befondeg Falle, $.2 115 f 
2. Von i DURS DER Kä aus 72 = 


U Eq" TN 1 K3 p T* H c. „. 205 1 
. durch die Differenziation und die Diviſion des Ge⸗ 
fundenen durch das Differengial d x, 9. 20. 
allen .« Den : 6. durch 
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6. durch eben dieſe Mittel, wenn die gegebene Reihe 
zuvor durch irgend eine Poteftät von x multiplicirt 
worden, $. 21. 

7. Anwendung die ſer Methode auf Reihen von einer 

beſtimmten Anzahl von Gliedern, $. 22. 

b. Von der Erfindung ſummirbarer Reihen aus gegebenen 
wiederkehrenden Reihen, 5. 23. 
. Von der Erfindung ſummirbarer Reihen aus S = ax 

Fb r cx T dx4 + exit ic, F. 24. und zwar 
ſolcher 

a, wo die Glieder dieſer Reihe durch dis Glieder 
einer arithmetiſchen Reihe multiplicirt werden, . 24. 

8. wo dieſe Glieder durch die Glieder einer Reihe der 
zweyten Ordnung multiplicirt werden, 6.25. 

y. wo dieſelben durch die Glieder einer Reihe von irgend 
einer Ordnung muttiplicirt werden, $. 26» ag. 

d. Von der Erfindung ſtaͤrker convergirender Reihen, $. 
28 : 31. 


c. Von der Erfindung ſummirbarer Reihen aus 8 TT 


I 
üs ter k ag t , e 


£ Ven der Erfindung ſummirbarer Reihen aus einigen 
andern in der Einleitung in die Analyſis des Unendlis 
dc gefundenen Reihen, $: 40743. * EN 


E des dritten [m : 
Von der Erfindung der Differenzen. 


I. Von der Erfindung der Differenzen, 9.4453. 
a, die erſten en ETC wë 
[7 allges 
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4. allgemeine Formel dazu, F. 4449. 
e, Beſtaͤtigung. derſelben an Beyſpielen, g. 50. st: : 
b. Von der Erfindung der zwepten und folgenden Diffe⸗ 
renzen, . 82 53. 
2. Gebrauch dieſer Theorie in der Lehre von den , 
$. 54 : 69. 


Inhalt des vierten Capitels. 
Von der Verwandlung. der Funktionen in Reihen. 


1. Vorerinnerungen, $. 70. 71. 
2. Verwandlung der Funktionen i in Reihen, $. 72:102. 
a. Verwandlung der Funktion uf 
4. Verwandlung diefer Funktion in Reihen, §. 72 75.1 
a. Gobrauch biefer Reihen, $. 76. 
y. Erweiterung des vorhergehenden auf alle algebrat⸗ 
get Funktionen eon x, $. 77. 
b. Verwandlung der tranſcendenten Funktionen, . 785103. 
ER Verwandlung | der Funktion „ lx, 9.2880. 
D Verwandlung der Funktion y — an, f. 81. 82. 
y. Verwandlung der Fuuktion y — A. in. K, 5. 83. 84. 
3, Verwandlung der Funktion y=' A «cof. x, $.85. 
Verwandlung der Funktion y A. tang. x, h. 86 87. 
8. Verwandlung der Funktion y 73 A, cot. x, $. 88. 
s, Folgen aus dem Bisherigen, wenn für x und „ Des 
ſtimmte Werthe geſetzt werden, §. 89. 
g. Verwandlung der Funktion y = fin. x, 995597 
« Verwandlung der Funktion y — tang. x , f. 98. 
* Verwandlung der Funktion / = 1fin. x, 6.99. 
*. Verwandlung der Funktion y = A. I fin. x, F. 100. 
6, Verwandlung der Zunktion 7 = exfın.nz, h. lol. ion. 
9 3 Inhalt 
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F ut 5.13 


| ET des Sten bis zech Zuse, 
Ka der Eifindüng der Sumiten der Reiden aus 
" ag ;, Ae alpine Bot. $ue10300 z 


SES eer ei oid ÉIER 
2. Von der Zënbuag der Summen i Reihen aus den 
allgemeinen Gliebe, §. 104 ` 
a. Wow Summen der Reihen, deren 
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ec. Gebrauch derſelben, wenn 2 irgend eine andere 

Funktion von x dd am. 3 und fis benten 
Capitel. 

ai, Win das 4 ves arat 12 Uu I und die 

“ade 

: qpurcbaiiatiem Se ES 

nug ausgedruckt werden neh ur ſechsten 
Capitel. 

88. Wenn dieſer Fall nicht ſtatt e: ám fi eben⸗ 

ten Capitel. 


So viel zur allgemeinen Ueberſickt, die — Satz 
ſtellung des vom Berfaffer genommenen Ganges foll, da 
dieſelbe nicht fuͤglich 8 gegeben werden v nad 
her folgen. 


ek bequem ge⸗ 


Jnhalt des achten Etpitels 
des dem Nutzen der Differenzial⸗ Rechnung bey 
Formirung der Reihen. 


1. Kurze Wiederholung deſſen, was ſonſt Gen über die For⸗ 
Ke mirung der Reihen geſagt worden iſt, . 198. 199. 
2. Gebrauch der Differenzial⸗Rechnung dabey, H. 200. 
Zë Beo der Entwickelung der Formel: eines, 
$. 200. 20l. ‘ us 
bi. Bey der Entwickelung der Formel: N 
s= (AT Bx T cx T. Dx3 + Ex4 TW 
* A 2025 204. P NS 
4 allgemein, $. 202. Men er arm, 
&. wenn n ein ganze poſitive Zahl, §. 3. 
v. wenn n eine negative Zahl ift, F. 29. 
34 , € Bey 
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P Bey der Entwickelung der Fermel: 
AT BN ＋ CR ＋ Dx kb ae, 
(4 H 2x t vx? TOx3 pox4 pac)n 
A Bey der Entwickelung der Formel: 
(A Ex + Cx2 I Dx3 + ic.) m 
7 (ax Pk Tr FN FT ny 
E der Lehre von der Umformung der Reihen, 
9. 209. | 
a. Verwandlung Det Reihe Ar Bx T Cx2 }Dx3 FEx4 
T. 
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*$/269. 210. 
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zx EN ORE ERE 
qp, H. 2102212. 

A Ax A “x2 
«T gx iz TEN! 1 rasen Let (n^ Fh x (n tx) 
d H. 213. 
7. Anwendung dieſer Verwandlung auf drehthellige Fak⸗ 
toren, $7214. 215. 
aa. allgemein, $. 214. : : 
bb. wenn x 1 dft F. 215. 
b. Verwandlung der Reihe: I( Ter TT 2x t6) 
án Ax p Bra + 6x5 I Daa f x. , . 216. 
c. Verwandlung der Reihe: TE EDS ex Tit. 
in 14 Ax T Bra f Ex s f Dxa T Exs Ri, jm. 
u. Verwandlung der Reihe: in (ax Ax 2 yx zt säint. 
in Ax T Bra + Cxs + Dx4 t t., f. 218. 218. 
v. Verwandlung von s — cof x, nebſt den daraus flieſ⸗ 
ſenden Ausdrucken fuͤr andere trigonometriſche Linien, 
E 220: 226. 
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$. 207. 
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Inhalt des neunten Capitels. 
Vom Nutzen der Differenzial-Rechnung bey der 
Aufloͤſung der Gleichungen. 


1. Vorbereitung, §. 227: 229. 
2. Vom Nutzen der Differenzial⸗Rechnung bey der Auflö⸗ 
fang der algebraiſchen Gleichungen, 9. 230: 241. 
. Erſte Anwendung der Differenzial⸗Rechnung bey der 
Erfindung der Wurzeln, $. 230. 231. 
*, gegebener reiner Gleichungen, $. 230. 
v. jeder gegebener Gleichung, F. 231. 
b. Weitere Entwickelung und Vervollkommnung dieſer Dies 
thode, $. 2325241. 
u. Zweckmaͤßige allgemeine Formel zur Erfindung der 
Wurzeln der Gleichungen, §. 232,235. 
e, Gebrauch diefer Formel, §. 236. 
aa, bey der Ausziehung der Wurzeln aus gegebenen 
Zahlen, $. 236. 
ee, allgemeine Anleitung dazu, $. 236. 237. 
BB. Beyſpiele, $.258. 
7. Verkuͤrzungen des beſchriebenen Gefchäftes, 
9.239. 


bb. bey der Prio de: Wurzen der algebraiſchen 


Gleichungen uberhaupt, F. 241. 
3. Vom Nutzen der Differenzial⸗Rechnung bey der Auflö⸗ 
fung der tranſcendenten Gleichungen, $. 242. 243. 
a. der logarithmiſchen, §. 242. 
b. der Exponential⸗Gleichungen, §. 243. 6 
J. Vom 
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* a. Wenn die eich der gegebenen Gleichung um eine 
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